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Sur les équations de l’Hydrodynamique et la théorie 
des tourbillons ; 


Par M. P. APPELL. 


1. On sait que la théorie des mouvements tourbillonnaires repose 
sur un théorème énoncé par Helmholtz. Des démonstrations nouvelles 
de ce théorème fondamental ont été données par M. Kirchhoff, par 
Sir W. Thomson et par M. Poincaré. 

M. Maurice Lévy a remarqué (') que des équations qui renferment 
tous les éléments de la théorie des tourbillons et qui sont analogues, 
parfois même identiques, à celles de Kirchhoff se trouvent dans un 
Mémoire de Cauchy, présenté à l’Académie des Sciences de Paris 
en 1815 etimprimé dans le Recueil des Savants étrangers en 1827; 
ce Mémoire, intitulé : Théorie de la propagation des ondes à la sur- 
face d’un fluide pesant dune profondeur indé finie est reproduit 








(*) Voyez un important article de M. Maurice Lévy: L'Hydrodynamique mo- 
derne et l'hypothèse des actions à distance (Revue générale des Sciences pures 
et appliquées, 15 décembre 1890). 

Voyez également un excellent Travail historique de M. Brillouin, publié dans 
les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse en 1885. 
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dans le premier Volume (1' série) des Œuvres complètes de Cauchy, 
imprimé chez Gauthier-Villars en 1882, et les équations dont il est 
question se trouvent dans la deuxième Partie, section première, 

En me plaçant surtout au point de vue de l’enseignement, je me 
propose d'indiquer une interprétation simple et immédiate des équa- 
tions de Cauchy, donnant les théorèmes fondamentaux de la théorie 
des tourbillons et conduisant en même temps aux équations de Weber. 


2. Imaginons un fluide soumis à des forces dérivant d’un potentiel 
et dont la densité est fonction de la pression. 

Cauchy suppose la densité constante; mais, et c’est la une remarque 
qui a déjà été faite souvent, son calcul s'applique identiquement au 
cas plus général où la densité est fonction de la pression. 

Pour bien préciser les notations, nous reprendrons ici ce caleul. 

Appelons avec Lagrange a, b, c les coordonnées d’une molécule du 
fluide à Pinstant initial {= 0, et wo, #,, w, les projections de la vitesse 
initiale de cette molécule sur les axes; appelons de même x, y, z les 
coordonnées de cette molécule à l’instant 4 et uw, #, w les projections 
de sa vitesse; supposons enfin que les forces agissant sur le fluide 
dérivent d’un potentiel U. 

Les coordonnées x, y, 3 d’une molécule au temps {sont évidemment 
des fonctions des coordonnées initiales a, b, c de cette molécule et du 


GC —/ (4 Db;ert) 
y =f,(a, b,c,t), 
RAR Nr TE AOE Fe 


HU UE 
, toca LOTS 


temps 





en outre 
Ov 


US 
dt 


de sorte que w, », «© sont fonctions des mêmes variables a, b, €, ¢. 
Les équations du mouvement sont alors 


1 Op QU Ou 


Se, — -—- — 3) 


LL Ox Ox dt 
1 Op dU Ov 


yay oy Mao 
dU _ ow 


Oz dt 


1 Op 
u Os 
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p désignant la pression et v. la densité. Comme y est fonction de p 


\ 


yar hypothèse, on peut poser 
I 5 ; 


u—f~ = Ÿ, 


et écrire 


du _ oa Ov oy ow _ oy 


ye Pare 


@ a — ARS 
se Ot” Oa dt oy dt” dz 
Dans ces équations, Ÿ est regardé comme fonction de a, y, z, ¢; 


mais æ, y, z sont fonctions de a, b, c, t : on a donc 


dy _ oy dx , day | dy ds 
da” 0x da‘ dy 0a O02 Oa’ 





ou, d’après (1), 


/ oy du 0x de dy Ow Os 
(2) Sn 


Oi dt. da Ob Oa dei da 
On trouve de méme 


(3) CC OF OIRO Se NICE EEE 
db Ot db dt db ot Ob 


Eliminant v entre ces deux équations a l’aide de la relation 
AG Hu Tr 
db\da) oda\dab)’ 


| Ou dx du dx 07 dy de Oy 


on a l'équation 








(4) He 0 drole al on VE 00e 0 
| | _ Om Oz O20 Oz 


Si, maintenant, on a égard aux formules 


deo : 
“da No Le Cr 


8 P. APPEL&. 
on reconnait sans peine que le premier membre de (4) est la dérivée 
partielle, par rapport à Z, de la quantité 


du Ox du 0x Ov Oy de dy Ow Os Ow Os 


Cette quantité est donc indépendante du temps { : elle est égale, 
pendant toute la durée du mouvement, à sa valeur initiale; or, à 
l’époque {= 0, ona 


LU eet MEET, RE M Zt 
et, par suite, toujours pour ¢ = 0, 


Ox dx dy dy 
ui Ox Sag phd ee 


== ee jj — aes 
da ? Ob 4 da 
la valeur initiale de la quantité considérée est donc 


Oly Ovo 
Ob da 
On en conclut l'équation 


du 0x du 0x JPROVE OP Oy. Ow Os Ow 05 __ OU 065 


0). a, too ar le da Ob db da da db 0b 0a 


et deux équations analogues obtenues en permutant a, b, c; x, y, 3; 
UL, PIE 

Telles sont les trois relations établies par Cauchy et dénotées (15) 
dans la deuxième Partie de son Mémoire. 


5. Voici maintenant l'interprétation qu’on peut en donner. Consi- 
dérons l'expression différentielle 


(6) u dx + + dy + w dz — (u, da + 6, db + w, de), 


où Zest regardé comme une constante, et x, y, z comme des fonctions 
de a, b, c, { correspondant au mouvement du fluide. Les équations 
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de Cauchy telles que (5) signifient que, pour chaque valeur de ¢ 
l'expression (6) est une différentielle totale exacte. 
En effet, £ étant regardé comme une constante, on a 


dat OF Ib + 9% de, 


da Ob oc 
Oy Oy 
dy =~ = da = 56 db + Te À) 
Oz 


z= = da 9 db + gs de. 
oc 


da ab 
L'expression (6) s’écrit alors 


Ox oe Os Ox aay Os ; 
(us +02 4 9 — uy)da+ (ue + rT mE ad db —#.) db, 








+(u Lee + D LE _w,) de 
oc oc dc ‘ 
expression de la forme 


A da + B db + Cdc; 


et les relations telles que (5) signifient, comme on le vérifie immé- 
diatement, 

OB OA 0c OB OA OC | 

TG MCE CT 


la quantité considérée est donc bien une différentielle exacte d’une 
fonction 


ESS") 


et l'on a, pendant tout le mouvement, 





dx Oy Os oF 

us patie RY ae te ent 2 

| 0x : dy (ds . OF 
(a) tag tb YA Wag — Po 5p? 
em Gh Oe oy nr 

0c oc dc a. OC 
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équations que l’on peut résumer dans léquation unique 

(8) udx + vdy + wdz —(u,da + 6, db + w,dce) = dr. 
OF OF oF 
da’ ob’ dc 
pour { — 0, Car u, 6, w prennent alors les valeurs Uy, (o, w, et x, V3 3 
les valeurs a, b,c. Donc, pour { = o, F se réduit à une constante indé- 


D'après ces équations (7), les trois dérivées sannulent 


pendante de a, b, c. 


4. Dans cette manière d'interpréter le caleul de Cauchy, le théo- 
reme de Lagrange sur le potentiel des vitesses devient évident. Ce 
théorème consiste en ce que st 


u,da + v,db + w,de 
est une différentielle totale exacte d’une fonction o(a, bre), 
udx + vdy + wdz 
est également une différentielle exacte. On a en effet 


udu + vdy + wdz = u,da + +,db + w,de + db; 
si donc 
u,da + v,db + w,dc = do, 
on à 
udx + vdy + wdz = d(o+F), 


el le théorème de Lagrange est démontré. 
9. Le théorème exprimé par lidentité (8) permet d'établir im- 
médiatement le théorème de Helmhotlz sous la forme donnée par Sir 
W. Thomson et adoptée par M. Poincaré dans ses Leçons ("). 

Soient C, une courbe fermée prise dans le fluide à l'instant {= 0, et 
C la courbe fermée suivant laquelle sont disposées à l'instant ¢ les 





(*) Potncart, Leçons sur la théorie des tour billons; Carré, 1893. 


I a 


EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE ET THEORIE DES TOURBILLONS. [1 


molécules qui étaient primitivement sur C,. On a, quel que soit ¢, 


(9) [ (ude + pdy + wdz)= ( (u,da+,db + w,de), 
G ; 


“C, 


la première intégrale étant prise le long de C et la deuxième le long 
de.C,. 

En effet, d’après l'identité (8), la différence des deux intégrales (9) 
est 


[ d¥(a, (sat AE 


Co 


c'est-à-dire 0, puisque la courbe C, est fermée. Réciproquement, en 
partant de cette propriété, on remonte immédiatement à l'identité (8) 
et, par suite, aux équations de Cauchy. Car, si la différence 


[ (ude + edy + wdz) — [ (u,da + ¢,db + w, dc) 
€ Le 


est nulle quelle que soit la courbe C,, l'expression 
udu + ody + wdz — (u,da + 6,db + de), 


considérée comme fonction des variables indépendantes a, b, c, est une 
différentielle totale exacte. 


6. Au sujet de la fonction F qui s’introduit ainsi dans la théorie du 
mouvement des fluides, nous ferons les remarques suivantes : 

Soit [, un arc de courbe non fermé, d’extrémilés M, et M,, pris 
dans le fluide à l'instant initial; à l'instant 7, les molécules, primitive- 
ment situées sur l,, se trouvent sur une courbe F d’extrémités P, et 
P,. Appelons a,, b,, c, et a,, b,, ce, les coordonnées des points M, et 
Dre et) y 1eicelles des points P, et P;- Évaluons Vinté- 
grale 


(Py) 


(10) FL udx + vdy + wdz, 


(Po) 


prise sur l’arc F. Les coordonnées #, y, z d’un point P de cet are sont 
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fonctions des coordonnées a, b, c d’un point M de F', et de ¢, 


PEUT 
(11) Vi (U 10 0 RD) 
| Sta face: 
Quand le point géométrique M décrit Parc P, de M, en M,, le point P 
décrit F de P, en P,. En faisant, dans l'intégrale (10), le changement 


de variables exprimé par les formules (11), où {a une valeur constante, 
on trouve 


(P;} 
[ udx + vdy + wdz 


(Po) 
(M) y ; | 
TE 8 ae de dx | 
=f. Ca may ce <=) da +(u5 +...) db + (uz +... Jde, 


ou encore, d’apres les relations (7), 


(P;) (M;) 
f udx + vdy + wdz — ff u,da + v,db + w,de + dF, 


(Po) (Mo) 


et en transposant 


(P,) {M,) 


if udx + vdy + wdz — u,da + v,db + w, dc 
J (Py) (M) 
(M,) 
=o [ dF = F(a,, b,,c,, 1) ne F(a, LRO t), 
(M) 


relation qui pourrait servir à définir géométriquement la fonction F, 
car les intégrales du premier membre ont des significations simples. 


7. Reprenons les équations du mouvement (1) et les relations (7) 


du ov 
CHE 
Cr 
le ie 
aw _ oy 


Ol Gin Oe" 
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pie fhe ate Le x aie 
Oa "0a & fee DE da’ 
u Le De OY Sy pos = 0) + oe 
Hiab C7 PAST ad = Ob: 
yo ve Oy ALES oF 
dd rr ah ye em OT 7 


Olt iy 5, U, %, 2, FP sont des fonctions de @, b, Cl: UP, des 
fonctions de a, b, c; Ÿ une fonction de x, y, 3, ¢. 

Différentions la première équation du deuxième groupe par rapport 
à 4; il vient 


du Ox Ov dy Ow 03 dx : dy 5 FLE A Or | 
Ot da dt da A M dr TERT Tate ee au pepe 











mais ona 


Ox Gers Ou Ju oY 


Oita nda dis 10a. DE De ees 





on peut donc écrire 


OY Ox Ov dy OY Os Ou dv Ow oF 
da da * dy 0a ds 0a “da * dat “oa  dadt 


Be . ‘ . . . ‘ or t 
La première ligne de cette équation est identique à , car Ÿ dépend 
da 
de a, b, c par l'intermédiaire de x, y, z : on peut donc écrire l’équa- 
tion 


y 1/2 2 2 ee 
saly tau + 9? + 4?) — =| =0 


On trouverait de méme 


0 B7*, F = oF 
56 p+ s(u Sheet Wn Pom | = 0; 


0 I - b. = OF 
Se DU Ter t= M ETS ===). 


La fonction entre crochets est donc indépendante de a, b, ¢ et ne 
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dépend plus que de ¢. Donc 


~y 


EF 
D + ~(u? + 6? +) — a SEGA 


Comme jusqu'ici la fonction F a simplement été définie par la con- 
dition que ses dérivées partielles par rapport à a, b, c aient des 
valeurs données, elle n’est déterminée qu'à une fonction de { prés et l’on 


peut faire rentrer {2 di dans F; on a donc enfin 


I ‘ : dF (a, b,c, 2) 
~-(u?+ 9? + wy?) = —— 
Y cy mat at ) Ot : 
où la fonction F est maintenant complètement déterminée à une con- 
stante additive près. On peut convenir de déterminer cette constante 
de façon que F s’annule avec £, car, pour ¢ = 0, F est indépendant de 
a, b, c(n° 3). Ces équations reviennent a celles de Weber. 


8. En adoptant les notations habituelles, désignons par &, 4, € les 
projections du vecteur tourbillon 


Lai Ow ov 
Sn Gay! 
py do 

DM TES 

; ov Ou 
20 — TRE 


où uw, °, æ sont supposés exprimés en fonctions dex, y, 3, ¢. Appelons 
1 és 


en outre €, os Go les valeurs de &, n, € à l’instant { — 0, 





+ OW» do 
250 58 Ih ee 
du OW 
204 3 ip 2 
AL te 


“Toa db 
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Cauchy établit entre ces quantités les relations suivantes | équa- 
tions (16), seconde Partie] 


Ox dx Ox « 
aoe eau 4 eae ey 
Di — da om) 96 10 ra dc °°? 
| more Oy. Oy y 
(12) ‘ Dei db Noire ye 03 
, 03 Oz Os 
D¢ — Ba Ey + db No + Je co 


où D désigne le déterminant 








On 102 2 Ox 

da db dc 

PY TARN 
Tr oc 
050002 0s 

da db dc 





Ces équations de Cauchy permettent de vérifier facilement cette 
conséquence du théorème de Helmholtz, que les lignes de tourbillon 
se conservent. C’est ce qu’on voit en employant analyse de Kirchhoff 
dans ses Vorlesungen über mathematische Physik, p. 167. On 
appelle lignes de tourbillon les lignes qui, à l'instant 7, admettent 
pour tangentes en chacun de leurs points le vecteur de projections 
(, n, ©). Ces lignes ont donc pour équations différentielles 


a 


dx dy d 
A Vinstant initial 2 = 0, les lignes de tourbillon ont pour équations 
différentielles 


CT da db dc 
jh Re er 
So No 20 
Il faut montrer que les molécules qui, à Vinstant initial, sont sur 
1 1 

une ligne de tourbillon T,, sont à l'instant ¢ sur une ligne de tourbil- 
lon T. La molécule qui, à l'instant ¢ = 0, a pour coordonnées a, b, 6, 
possède au temps £ les coordonnées x, y, 3 liées à a, b, c par les rela- 
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tions de la forme 


C4 =f (a, b,c,t), 
ye ly b, Crt) 
B LU, Bs INE 


“ n 0 ° Uy F 
Quand le point géométrique a, b, c se déplace sur T, de da, db, de, 
le point x, y, 3 subit un déplacement géométrique correspondant 








MEL Le la - _ db - a de, 
(13) py 2 da + oy db - SE de, 


~ 


O04 
TT db + de. 


dz = Ls LEE 
da 


Le point a, b, e se déplaçant sur T,, da, db, de vérifient les rela- 
tions (T,) et l’on a, en appelant À un facteur de proportionnalité, 


da = XE,, db = hie, 


AC = ee 


Alors, d’après (12) et (13), 





POS CN Oo Ox OL Ve hae 
de = N eh op le Tu) D 
sf 00, oy Oy À 
dy =2(Z E+ F ne eat 
dz = NE E + To + DE Vo =p 


relations qui montrent que dx, dy, dz sont proportionnels à &, n, €, 
c'est-à-dire que le point #, y, z décrit une ligne de tourbillon T. 

Le même fait de la conservation a lieu pour les lignes définies par les 
équations (T,) et (T) en prenant pour &, 7, @ des fonctions arbi- 
traires de a, b, c, pourvu que &, n, ¢ soient donnés par les formules (12) 
de Cauchy, dans lesquelles D est un facteur quelconque de propor- 
tionnalite, 


Sa SS 
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Mémoire sur les équations différentielles ; 


Par M. DUPORT, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon. 


Introduction. 


Le point de départ de mes recherches sur les équations différen- 
tielles et aux dérivées partielles a été de trouver des expressions pour 
les fonctions y et z d’une variable x satisfaisant à une équation de la 
forme 


(1) FARINE z/)=0, 


renfermant une fonction arbitraire et ses dérivées. 

Ce problème est fort élégamment résolu dans le Mémoire devenu 
classique de M. Darboux : Sur les solutions singulières des équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre. La solution en est 
tirée de la Géométrie. Pour traiter la même question analytiquement, 
j'ai dd tourner la question et substituer par l'introduction d'une nou- 
velle fonction un système linéaire à l'équation (1). En posant par 


exemple z’= u, Péquation (1) peut être remplacée par le système 


ria UR 


VY =9(2,Y;5, 4), 
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qui est un cas particulier du systeme différentiel 


À dx + Bdy + Cdz+ Ddu=o, 
A' dx + B'dy + C'dz + D'du =o, 


x, Y, 3, u étant des fonctions d'une variable eviA,; BC) D; A.B; 
CG D’ des fonctions arbitraires de x, y, 3, u. Ges fonctions x, y, 3, u 
peuvent s'exprimer au moyen d'une variable convenablement choisie, 
d'une fonction arbitraire de cette variable et de ses dérivées premières 
et secondes. Cette question a fait l’objet d’un Mémoire que j'ai publié 
dans la Revue bourguignonne de l’enseignement supérieur, t. MT, 
tbe 3 

J'ai été ainsi conduit à étude des systèmes formés de plusieurs 
équations de Pfaff, quel que soit le nombre des variables indépen- 
dantes. Cette question n’a pas encore été traitée à ma connaissance. 
Le seul Mémoire qui s'en rapproche est celui de M. Darboux, publié 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. V1, sur les 
formes réduites de Péquation de Pfaff. Dans la première Partie de ce 
Mémoire, l'étude de Péquation de Pfaff est faite à l’aide d’une identité 
remarquable de la manière la plus simple; dans la seconde, M. Dar- 
boux considère plusieurs équations de Pfaff et obtient des fonctions 
des coefficients de ces équations qui sont des invariants pour un chan- 
sement quelconque de variables. 

Je me suis, au contraire, occupé de la recherche des solutions du 
système formé par plusieurs équations de Pfaff, quel que soit le 
nombre des variables arbitraires. Selon ce nombre, tantôt les équa- 
tions obtenues ne possèdent de solutions que dans des cas particuliers, 
tantôt on a des systèmes de solutions renfermant des éléments arbi- 
traires dépendant d’un nombre plus ou moins grand de variables; 
mais il y a toujours des liens très étroits entre les systèmes déduits des 
mèmes équations de Pfaff. J'ai mis ces résultats en lumière dans un 
second Mémoire publié dans la Revue bourguignonne de Venseigne- 
ment supérieur, LV, n° 1, ot j'ai étudié tous les systèmes de plusieurs 
équations de Pfaff lorsque le nombre total des variables dépendantes 
et indépendantes ne dépasse pas cinq. 

Dans le Mémoire actuel, je m'occupe de l’étude de deux équations 
de Pfaff dans le cas où le nombre total des variables est de six, c’est- 
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à-dire du système 


a d;—0 | 


(fei os On) 

Zb:dæ;—= 0 | 
Je donne une classification complète de tous les cas qui peuvent se 
présenter au point de vue de l'intégration des systèmes obtenus, quel 
que soit le nombre des variables arbitraires. J’y ai fait le plus grand 
usage du Mémoire précédemment cité de M. Darboux. 

Dans le cas où le nombre des variables indépendantes est de deux, 
on à alors quatre équations renfermant quatre fonctions incon- 
nues. Ce cas est de beaucoup le plus intéressant. Il forme une transi- 
lion entre les équations différentielles du premier ordre et celles du 
second ordre. Les solutions dépendent de deux fonctions arbitraires 
d'une variable. J'ai notamment trouvé deux cas où l’on peut obtenir, 
à l’aide de l'intégration d'équations différentielles à une seule variable 
indépendante, des solutions du système proposé renfermant une fonc- 
tion arbitraire, sans que l’on puisse obtenir pour cela la solution géné- 
rale du système. Ces cas me paraissent nouveaux et de nature à 
intéresser les géomètres. 

Je ne puis terminer ce résumé rapide sans dire que les transforma- 
lions que je fais, les méthodes que je suis, se rapprochent beaucoup 
de celles qui ont été employées par M. Sephus Lie dans ses beaux tra- 
vaux sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre ('). 


1. Je me propose d'étudier dans ce Mémoire les deux équations 
différentielles 


1) | a,dx,+ a,dx, + a,dx,+ a,dx,+ a,dx,+a,dxr,= 0, 
(I 


| b,dx, + b, dx, + b,dx,+ b,dx,+ b,dx, + b.dx,=o0, 


les quantités a et b étant des fonctions quelconques des quantités x. 





(') Les résultats démontrés dans ce Mémoire ont été publiés, dès 1895, dans 
une courte Note quia paru dans la Revue bourguignonne de l’enseignement 
supérieur, t:,V, n°2; 


LIT. 
IV. 
a" 
VI. 
VII. 


VIIT. 
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Les solutions de ces équations, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes, résulteront des différentes formes auxquelles on peut 
réduire ce système. 

Je vais énumérer ces formes. Les quantités y,, y,, ..., y, Seront 
des fonctions des quantités æ qui peuvent être prises pour nouvelles 
variables; les quantités c désigneront des fonctions de y,, y,, ..., y: 
H et K deux fonctions de y,, ..., y;. Ces formes sont les suivantes : 


Vs = 0, AVE 10, 

LV 0; dy,—y,dy,=0, 

dy,—y,dy,=0, dy,—y,dy,=0, 

dy,— y,dy, = 0, dy,—y;dy, =0, 

ay,—v.dy\ = 0, dy,— Hdy,— Kdy,=o0, 

BEN dYi—Ys3dYr — YsdYs3 = 0, 
dy,—y,dy,=0, dy,— y,dy, =D), 

dy,—y,dy,=o0, c,dy,+c¢,dy,+c¢,dy,+c,dy,=o0, 


dy,—y,dy,—y;dy,=0, c,dy,+ ¢,dy, + c,dy,+c¢,dy;=o0. 


Je désignerai par 


ao [a or or oF oO 
61) 52 S39 64) ©9) o6 


des fonctions quelconques des quantités x, et je poserai 


de; dg 





so) Oa ee 
dx; dx; OE 
Ser, 8 ae OO a id 0 a ined PE 
SEE Sin SrEij = Lijh 


bia jn = b; Ani + Vs diij — bia;;x = Li jar, 


AD ji — Aj Oni + Adu — ay B55 = Mijas 


les indices t, 7, k, 1 ayant les valeurs de quatre des six premiers 
nombres. 


2. Je commencerai par ramener dans le cas général le système (1) 
à une forme plus simple. 
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Posons pour cela les équations 


| Caxviy dE... dl; dF, . dF; 
(2) Cet te ee et ee dire Me 
= dF, dF, dF, dF, dF. 
(3) eae oe te ey Pate ts “ee 
Soit maintenant 
dF dF dF dF dk dE 
Ag + Aaa the Do Oe pg es ya = O 


une équation aux dérivées partielles du premier ordre, admettant 
comme solutions F,, F,, F,,F,,F,. 
On aura les deux relations 


(4) a À, + &A, + a; A, + GA, + a.A, + a, A, = 0, 
(9) b,A, + b, A, + D, A, + D, A, + DA; + b,A,= 0. 


De l’une des dire (2) l’on tire 


da da 
tee + di ra +4, ef Les ba OS god int i 


ae. + AQ) nae oan A) SAO ats 


+R A (Fe i) nat =) + a(S 3) ra (4) 9,4 (2) 








Ona 
dF æF ar dF fa PE ar 
A (Se) =A, dx dx; ar FEES dx dx, na dx dx, er. ae dE, +a; andi, + A, dx dx. 


dA, dF dA, dF dA, dF da, dF da, dF ds, dF 


a dx dx; dx dx, ltd, He dar, dx dr, dx dx, 














On aura donc 


Me (Ge) aies (2) 














2 da, ay dA, ‘ys ds, eed dA, da, dA, 
ea ee: is Gr Ur tir ut de 
\ da ap 

=A, 7 may ats = AE SE LE A a 
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en vertu de l’équation (4). Donc on aura finalement l'équation 


A, aj, + A, Gi + A, Qj, + A, Qin + A; @js + AgQ,¢ 


# LE AC Vi 














| An + ACK, 


où 2 prend les valeurs successives 1, 2, ..., 6. 
On aura de même 


| A,b,,+A,b;, + A;b;; + A, ie HN be A, Oi 


oe 


dE 
| Frs + ACU.) / o fatto 


ott prend également les valeurs successives 1, 2, ..., 6. 
Désignons par A et uv. deux nouvelles fonctions inconnues et cher- 
chons a déterminer les fonctions MUR boon ey 


x 


À ss Asy Urs la egy Us Us de façon à satisfaire aux équations (2), (3) 


\ 
eta 


ACA, + pu) = 0, 

ACMA, + Ut) = 0, 

(8) { AQAA, + Us) = 0, 
ACMA, + pu) = 0, 

AOA, + pus) = 0. 


Ces équations s’écrivent 


AACA) + py AC) + MACK apa) ED, 
RAC) + py A(u) + RAR) + AY (Leyes 
LAC) + AU) + AAQA,) + Au) = 0, 
AAC) + AC) + AACA,) + LA GE) ey, 
AsACA) + psA(u) + AAAS) + uA(u,) = 0. 


2 
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ere 4e dE dF, 3 
Multiplions la première par ——, la seconde par ——, ---» la cin- 
dx; dx; 


= 


A F, : - 
quiem e par —— et ajoutons. On aura 
dx; 


AC) + b;ACu.) + ACA, ay, + Ay Qj + Ad; 
+ A,a;, + Asa; + Ag aig) 
; + LA, b;, + A, b,, + Ay bjs 
| + A, b;, +A,b;; + Ag big) =a 


(9) 


où 7 prend les valeurs successives 1, 2,..., 6. Joignons-y les équations 


(4), (9) et écrivons-les toutes. On aura le système suivant 


a,A(h) + b,A(u.) +A, (Aa,, + 40,,) +... + A,(Aa,,+ b,,) =0, 


(10) € AA) + DA(U) +A (ha, + bg,) +... + Ag (Ades + Udy) = 0, 
AC, +...+A,a, =—0, 


AND: +...+ Ag), — 0. 


Considérons ces équations comme des équations homogènes dans 
les quantités A,, A,, .., Ag, ACA), Au); on aura, par élimination, le 
déterminant suivant : 





0 NL DR AE UO gtd; 2 :b, 
Ady, +ub,, O TG ON ae 
(nn S 0 
KE) NOEL D, A goth U EU" O A200; ? 
7 — as ae — 8, Ge 50 
= fy, Os oa — Db, Onno 





qui est symétrique gauche d’ordre pair. I est done carré parfait et il 
est aisé de voir qu'il est le carré parfait d'une fonction homogène et 


pa 


' - À À PRE 
du second degré en À et uw. Soit = une valeur du rapport = satisfaisant 
Lg! ‘ 
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à l'équation (11), on en aura toujours au moins une. On aura 
ans A(A) =A, A(k) + kA(A,), 
= wh, A(u) = py ACh) + kA(p,, ). 


(12) 


Les équations (ro) se réduisent à six distinctes au plus, car on sait 
que, quand un déterminant symétrique gauche d’ordre pair est nul, il 
en est de même de tous ses mineurs du premier ordre. On pourra donc 
toujours satisfaire aux équations (10) par des formules de la forme, 
4 et 6 désignant deux arbitraires, 


(A eA TT ED noe 
A, =A,a+B,8, 











Posons 

dF erat 40 ae dF dF dF / 
Ai ae, tA ge + Age ogee ee Un 
> dF dF CE dF dF dF L 
Bs ge, + Be + Bed + Dis + Boge, + Bag = Ga(E 


et les deux dernières équations (12) deviennent 
A, (A) 
k 


A (4 Ey: 
Le, a (u,) — A’| at Js + ALC) — B'| puis 





Peat ue om . 
Pee +A) Alot [A + A,(2,) — B |B =o, 








On en tre, en multipliant la première par u,, la seconde par À et 
retranchant, 


[u,A,(A,) — 2,4, (4,) + AA, — ASS iat 
HILL ATA, = AS Cy) Be Bu] bio: 


qui donne toujours une valeur pour le rapport de «a 6. 
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On a ensuite Æ par une équation de la forme 
Id LR dk dk eee ts 
C,5—-+C,,—+(C, 2210 


À RTE D D Si As 
ax, UE NAS "dz 





. ak ‘ 
+ CG =Ck. 


k "ax: 


On peut aussi diriger de la manière suivante la résolution des équa- 
tions (10) maintenant que l’on sait que ce système est possible. 
En vertu de l’équation (4) on a, w étant une fonction quelconque 


a;A(u) niet LU [ A, dun + Pa Aig + ac dis + A, ix = A; 4:5 a A, Cig | 
a ay (au), She A, (au );s à CRE a A, (att )is, 


et les équations (10) peuvent, en tenant compte de cette équation et 
de (12), s’écrire de la manière suivante : 


LEA IMC but Ay (al, + by... = 














—0, 
(14) sk 
a (ah + bip) + A, (AA, + buis +...+ Aa, + bi oo = 0, 
A,a, +...+ Aya, — 9, 
Res +...+A,6, == © ; 
' : Ak : : 
ces equations: en A,, Aj, ..., PE seront compatibles et fourniront au 
moins un système de valeurs proportionnelles, soit 
NES À, AU SAR 
DR GC er dia Cu kG” 
d’où 
ai dk dk dk ak dk ‘ 
Gea, Ve —— ee , + C, Ce AO 
(5), CG ax, +, ax + CG dase C, dx, | U; ax, tert? dx, : 
En prenant pour KF,, F,, ..., F, cinq solutions distinctes de l’équa- 
tion 
+ ar dF dF dF a Ah dE | 
By dx, + Go ne (ee dx, =| Cia + LE dx: = (ue Ax; —— O, 
Journ. de Math. (5° série), tome IT. — Fasc. I, 1897. 4 
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el pour k une solution de l'équation (15), les six premières équa- 
tions (10) fournissent les équations (8). En vertu des deux dernières 
équations (ro), les équations (2) et (3) fournissent des valeurs pour 
We Nos een le ee es Lee: 

Le système différentiel (1) peut donc toujours être mis sous la forme 


À dF, +A, dF, +2, dF, + A, dF, + A; dF, = 0, 


u, dF,+udF, + pdf, + U,V ge gees 
où l’une de ces équations peut être remplacée par la suivante : 


QA, + vu.) dE, + OA, + pu.) dF, + (CAA; + us) dE, 

+ (AA, + pu) dE, + CAA, + um) dF; = 0, 
dont les coefficients sont des fonctions de F,, F., F,, K,, K,. En 
somme, en désignant par Yi, Vus Vas Vas Ys Ces fonctions, le système 
proposé peut toujours être ramené à la forme 


: A,dy,+A.dy,+ A,dy,+ A,dy,+ A,dy,=0 
(101) 
| B,dy, +B, dy, + B, dy, + B, dy, + B,dy,= 0 


où A,, As, Aj, Ay, As ne sont fonctions que deny Ven ee et 
où B,, B,, B,, B,, B, contiennent en général une sixième variable y,. 


9. Je vais maintenant étudier un cas particulier qui se relie immé- 
diatement a la forme réduite que nous venons de trouver. 

C’est celui où le système (1) peut être ramené a la formule (16), 
dans laquelle les coefficients B,, B,, B,, B,, B; ne dépendent que des 
variables y,, ¥2,; Ya; V1 Ys» Dans ce cas, on peut déterminer des fonc- 
lions Le Py, i ise F;, je ha, X35 Kay As, Mis Vos ss Mis Mess À, is 
u,v. satisfaisant aux équations (2), (3), par suite à (4), (5) et aux 
suivantes : 


A(AA, + [hey ) =0, fon A(MA, LE UUs ) RER 


ACMA, +UuU,)—=o, pats ACMA; + wus) = 0. 
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Les deux premicres de ces équations développées sont 


À A(A,) + p AC, ) +- A, ACA) == ue, A( u.) CAE 
NA(A,)+uA(u,)+AA(X)+uA(u)=o; 


comme Au. — wd’ est différent de zéro, on peut les résoudre par rapport 
HA AC ) etl’on en tire 


Cr) 

ye Mers a + Bu, 

Dans ces équations on peut remplacer A, et 1, par A, et us, ..., A; 
et us. 


Inversement, supposons que les quantités A,, u,, Ag, Uo, ..., As, Us 
des équations (2) et (3) satisfassent aux relations 


a, 5, x’, 8’ étant convenablement choisis. Supposons A, wu. — u, À, 
différent de zéro et évaluons l'expression 


Ne ates a € 
A a1 Bs me ), 
Ay Pa — Py As 
I 


Qi pa pide)? (A Serre i Ar )ACA, Ms — U, A; ) 
— (K, us — A, AR — RAR). 


c'est 


Le numérateur de cette expression est 


(A, es — wy Ay) [AAC Hs) + um AR) — ACA) — AL ACH, )] 
— (Ait — By As) [A, AR) + AG, )— w, ACA,) —X, Au, )], 
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Ay [AG ) CAs bs — hs) + Ab) Qt — Us A, ) 
+ AC p35) (Ai feo — Br As DI 

— AC) (As pes — Bods) + ACL) (As ta = Ps A) 
+ ACAS) (Ay bea — Per Ad )] 


À, pr At) À py AA) 
=, |À Us A(w)|—m|h pe AC) 
À IL OA TS RAR RER 


En tenant compte des équations (18), on voit que ce second membre 
est nul. Donc, le système (1) étant mis sous la forme 


A, dE,+hdE,+hdF;+A,dE,+X dE,= 0, 


u, af, +yu.dF,+p,dl,+ u,dl, + pak, =o, 


si l'on résout ces équations par rapport a dF,, dF,, les coefficients de 
dF,, dK,, dF,, dans les deux équations ainsi obtenues, seront des 
fonctions de F,, F,, F;, F,, F;. Done il suffit de satisfaire aux équa- 
lions (2), (3) et (18). 

Pour y satisfaire il suffit, d’autre part, de satisfaire à (4), (5) et au 
systeme suivant : 


A, aj, + A, Qj, + Asa + A,a;, + A;a;; + Ava, = 2% a;,+ 8 Oj, . 
(19) 
A, b;, ae A, D; ar A, bi ae A, bi ie À; bis = A, bi + «a+ B’ bj. 
Je vais faire voir que, pour que l’on puisse satisfaire aux équations 
(4), (o)et (19), il faut etil suffit que l'équation (11) soit une identité. 
D'abord, cela est nécessaire. 
En effet, multiplions la première équation (19) par A, la seconde 
par {4 et ayoutons, on aura 


Ay (Aaj + wbj,) +... + Ag(Adig + pDig ) 
= (ah + a’ )a;+ (BA + Bu) b,. 


Joignons à ces équations (4) et (5) et considérons-y comme inconnues 
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A,,4,,..., Ay, &À + au, BA + Bu. Elles seront satisfaites. Donc leur 
déterminant sera nul. Or, c’est précisément (11). Donc l'équation (11) 
doit être salisfaite quelles que soient A et 3 c’est bien une identité. 
Inversement, écrivons les équations 


| A(Xa,,+ub,,)+...+A(Aa,;+ub,)= ya, +00, 


( 20 ) ACR Gs =f U De, yet ANG) en oS Vea = Vd + ob,, 
À,a, +...+A,a, a, 


Ae +... +A, 0, =D: 


Ces équations, quelles que soient À et wu, se réduisent à six distinctes 
au plus, car on sait que quand un déterminant symétrique gauche 
d’ordre pair est nul, il en est de même de tous ses mineurs du premier 
ordre. 

Elles admettront donc toujours au moins deux systèmes de solutions 


. . . NS . . F . 
distincts pour les inconnues A,, ..., A,, y, © et l’on voit immédia- 
tement que les deux systèmes de valeurs de A,, A,, ..., A, sont 


distincts. Soient pour p = 0, À =1 


un de ces systèmes. Posons 
A,0;,,+A,0,+...+A.,b;,, =R,. 

Si l’on avait les relations 

ior) R;= wa;+ o'b,, 


les équations (19) seraient satisfaites avec les valeurs A; données aux 
A;. Supposons donc qu'il n’en soit pas ainsi. 
Soient alors, pour un second système de valeurs de A et uw, A’ et vw, 


Ai = pC;+pD, 


les valeurs des A satisfaisant aux équations (20). Soient enfin, pour un 
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troisième système de valeurs de À et x, A” et” 

/ = oE,;+ oF, 
les valeurs des A satisfaisant aux équations (20); p, p’, 5, a’ sont quel- 


conques. 
Prenons les équations(20) où l’onau =o, A=1 et A;= A;; mul- 
tiplions-les par A’, ..., A, et ajoutons il viendra 


Sie NAS 
2G;;A; A; 40; 
Prenons les équations (20) où l’ona A=)’, n= wu’, A; =A); mul- 
tiplions-les par A,, ..., A, et ajoutons ; il vient 
Ne a;;A;4,; ae u'2b;;A;A =) 


On aura donc 
Zb;FA;A; == O, 


c’est-à-dire 

=R;(eG; ai pe'D;) at 
c’est-à-dire séparément 

Ri, GPA 


R,D, +... #R,D;=0; 


on aura de méme 
RE, Re 


RE RE eee 


Si donc on considère les équations 
GX, + GX — 0, 
(22) ( bX, 32 ENE 
RY a ee ees 


elles sont satisfaites pour les valeurs- 
Cy, Uy. eee 


P DD Deo 
D 
CE AVE EURE 


469 


Bis Vos dE, Fs; 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 31 


données aux quantités X,, ..., X¢. Mais les équations (22) sont dis- 
lincles, puisque les équations (21) n’ont pas lieu. Done les quatre 
systèmes de valeurs (23) rentrent dans trois d’entre eux. On peut 
done déterminer des quantités v, v’, v”, v” telles que Von ait 


vGrE VD; =v’ Eye" Fp 
Le systeme de valeurs des A; 
A; —y C; shes VI D; = v’E; ails y” F';, 


satisfait done aux équations (19), (4) et (5), puisqu'il satisfait aux 
équations (20) pour deux systèmes de valeurs différentes de À et 1. 

Donc, on peut toujours satisfaire aux équations (19), (4) et (5), 
quand l'équation (11) est une identité. 


4. Je vais maintenant commencer l’examen des cas particuliers du 
système (1), en passant rapidement sur les premiers cas, dont l’étude 
résulte immédiatement de cas déjà traités dans un précédent Mémoire 
(Revue bourguignonne de l’enseignement supérieur, t. V, n° 1). 

Le premier cas est celui où l’on peut déterminer des quantités A, u, 
Wu, F,,F, satisfaisant aux équations 





Pre Pia! 
ve ad, 
b — ari == eu Fn 


La condition pour qu'il en soit ainsi est que le système d’équations 
obtenues en prenant dans le Tableau suivant trois colonnes quel- 
conques, forme un système complet à deux fonctions distinctes 


TESTER AT à dE dF 


CPR NOT. dite ar Ar, 





à 
(24) CRT RC: Ve ) i hs 


> 


Die eee ARE DEN, © BL 5, 


J 


A, 
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Les conditions développées sont que toutes les quantités 
L;;» M; pki 


soient nulles; 7, 7, k, /étant quatre des nombres 1, 2, ..., 6. 
Le systeme (1) est alors réductible à la forme 


(1) Dy EB At OL, 


Le second cas est celui où l’on peut déterminer des fonctions À,, 11, 
I’, satisfaisant aux équations 
dF, 
À DES OT b — We Q 

Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont que le système (24) 
forme un système complet à une solution. Il faut d’abord que tous les 
rapports 


Lisp 


Mi jac 





: 12 L 
soient égaux. Désignant par M leur valeur commune, posons 


c—aM + bL, 


il faudra de plus que les quantités 
Cijk 


soient toutes nulles, 7, 7, k étant trois des nombres 1, 2, ..., 6. Re- 
marquons maintenant que si l’on remplace Pune des équations (1), 
par exemple la premiere, par la combinaison linéaire 


X(A,a+ u,6)da = dF,, 


LA : , LL : à. : 
l'équation du second degré en : a ses deux racines nulles. L’équation 
b 


du second degré en - correspondant au système (1) aura donc ses 
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racines égales. La seconde équation (1) pourra toujours, du reste, étre 
mise sous l’une des deux formes 


dF, —F,dF, — F,dF,=o0, dE,—F,dE, = 0; 


: ‘ ry ; ee . 
dans le second cas, l’équation en . sera une identité ; dans le premier, 


elle ne sera que carré parfait. On aura les deux formes 


(IT) hy ==.0% dy,— y,dy,=0, 
av) diva 0; dy,—y;dy,— y,dy,= 0. 


Le troisième cas est celui où l’on peut mettre le système différen- 
tiel (1) sous la forme 


ak, — F,dF,—= 0, 
d¥,— F,dF,=o0. 


= 


On peut alors déterminer des fonctions F,, F,, F,, F,, A, u, \, w’ 
de façon à satisfaire aux équations 


dF, dF 


aan > lis ree — Àa — ub, 
dF, dia ie 1] 
rl er dt D. 


On sait, d’après ce qui a été fait dans le Mémoire rappelé plus haut, 
qu'il faut d’abord que tous les rapports 


Lx 
Mi 5x7 


ee +f inte 
soient égaux. Désignant la valeur commune par yp il faut de plus que 
\ 


l'équation 


(aM + bL)dx =o, 


soit réductible à la forme 


abet ta =o. 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. I, 1897. 


Or 
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Je vais démontrer que, si les rapports précédents sont égaux, cela a 


loujours lieu. 
Pour que l'équation 


x(a M + bL)dx = o 


soit réductible à la forme 





dF,—F,dF,= o, 


il faut et il suffit que le déterminant 


(aM +bL),, I (OME OLY, a M 6,0 


mets ee sense ses = es ra a woe wel eis te isa ss pee sn 


C9) | (aM + bL),, “6 ates DE 
—(a,M+06,L) ... —(a;M + b,L) Oo 





ait tous ses mineurs du premier ordre symétriques par rapport à la 
diagonale principale nuls. Or, d’après ce qu’on a vu dans le Mémoire 
précédemment rappelé, il en est ainsi de tous, excepté de celui qu’on 
obtient en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne. 

Or, considérons des équations du premier degré ayant pour déter- 
minant des inconnues le déterminant précédent. Soient A,, A,, ..., 
A,, à les inconnues. On voit que, si l’on fait par exemple A, = 0, on 
peut satisfaire au système par des valeurs convenables de A,,...,A,, « 
car les six dernières se réduisent à quatre au plus. De même, on aura 
un autre système de solutions pour lequel A, est nul, etc., enfin un 
système pour lequel A, est nul. Or, tous ces systèmes ne peuvent se 
réduire au même, car on aurait alors 


a. M + 6,L=5, a,M+6,L=o0; 
les quantités @,, ..., @ seraient proportionnelles à b,, ..., b,. On a 


donc deux systèmes de solutions distincts satisfaisant aux équations 
considérées et, par suite, tous les mineurs du premier ordre sont nuls. 
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Donc, dans le cas où tous les rapports 


L;;xr 





Mijn 


sont égaux, le système (1) est réductible a la forme 





(IIT) dy, — y,dy,=09, dy,—y,dy,=0. 


On peut remarquer que dans ce cas, l’équation (11) étant une identité, 


À M is ; 
la valeur = = 7, > sausfait. Or, tous les mineurs du second ordre, 


iY 


obtenus en supprimant deux lignes ou deux colonnes se coupant sur 
la diagonale principale parmi les six premières ayant pour valeur 


(ALi jae TH Mae)”, 


sont nuls pour la valeur ; = a 
D’après les formules connues qui donnent le développement d’un 
déterminant symétrique gauche d’ordre pair, on en conclura que tous 
les mineurs obtenus en supprimant deux lignes et deux colonnes symé- 
triques par rapport à la diagonale principale, une des lignes étant la 
septième ou la huitième, sont aussi nuls. Enfin, d’après le raisonne- 
ment fait tout à l'heure sur le déterminant (25), il faudra que le mineur 
obtenu en supprimant les deux dernières lignes et les deux dernières 
colonnes soit aussi nul et, par suite, tous les mineurs du second ordre 
de (11) seront nuls pour la valeur he donnée à À. 
1. 


\ 


Le quatrième cas est celui où l’on peut satisfaire aux équations 


dF, 
dx 


a dF, dF, dF, 
Pars dx T Pa dx a pes da’ 


IFS awe eh) 
a = À DE + À ao? 


qu À dx 3 da’ 








F,, F,, Fs, À,, À, As, Us, Ua, As étant des fonctions convenablement 
choisies. 
Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont, d’après le Mémoire pré- 
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cédemment rappelé, que les équations 





dF dF dF dF dF 
| Los dx, se | Fre dx» se Lise ar Li dx, su Le dx: 09 
dE dF d¥ dF dr 
je “3456 Jr, + Lise 7 + Lion ge + Loos + Lesas oe == Og 
dF dF dF dF dF 
a ) oS idan, + Lis + Leiss z= Lis a, + big 10; 
(20) ( 
/ dy. . dE a yy GE ee ee 
Lis 7 su 16121 rs 1245 7m 42456 Ji aia 4561 77, — 99 
dF dF dF dF dF 
Lor2s Ge sie Los = Los ries Le dx, ae Lies ii, 
dE dk dF dF 
Less Tp. + Lasse + Lao ge + Lien ge + Loses = OF 


et celles qu'on obtient en y changeant L en M, que nous désignerons 
par (26 bis), forment un système complet à trois fonctions distinctes. 
Si nous considérons les équations (10), comme les rapports 


1b tj kl 
M5 K7 


ne sont pas égaux, on a pour les quantités A,, A,, ..., A, les systèmes 
suivants de Me se réduisant à deux distincts 
AL,s5 — UM, AL Ms isu Liysi2— Miss, 
À L;,:,— uM;, 23) RITES += HMS O, 
ALgise — UMs ise, ÀL,562 — M5625 AL5622— UM 63 
MER a UMeoss; ALigsis ne M: 


O0, 


Lis is6 — MS 0, ÀL,561 — Ue Misery ALise13 — UMseis, 

cn AL isa — Mois AL eee 

ss AL,,56 — Moss ALyse, — UM sar, 0, Alger. — RM 
AE pMihs AR ER 

ALo356 — Masse, ALissi — UMose1, Absgis — UM 0, 
Ass UM A Lis UM, 

ÀL,316— Te OE 7 M6; VE ce UM eres 
Leos — DM, 0, Alyss,— PAPE VE 
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Je désignerai deux de ces systèmes par 


AL,—uM,, AL,—uM,, ÀL,—uM,, AL,—uM,, 
AL;,—uM,, AL,—uM,, 
Al—um,, Al—um,, ÀAl—um,;, Àl,—tum,, 
Al,— ums, Aly— wimg. 
Les équations (26) et (26 bts) devant former un système completa 
trois fonctions distinctes doivent d’abord se réduire algébriquement 
à trois. Ces conditions sont toujours remplies quand l'équation CL) 


est une identité. Il faudra, de plus, que ces trois équations forment 
un système complet. Dans ce cas, le système est réductible à la forme 


(IV) dy, “acne dy, = 0, dy, ne My dy, =="0 


Je placerai maintenant ici le cas où l’équation (11) est une identité. 
Le système est alors réductible à la forme . 


NT dy, ser Vey =O, wig es Hdy, ae Kdy, ah 


H et K étant deux fonctions de y,, ...,y; d’après ce qui a été fait 
dans le Mémoire précédemment rappelé. 


5. Je vais maintenant m'occuper du cas particulier où l’on peut 
trouver des fonctions F,, F,, F,, A, wu satisfaisant aux équations 


dF, nn dF 
(28) ak + bu — i EN eme 





une des équations du système (1) peut, dans ce cas, être remplacée 
par 


adF,— F,dF,=o0. 
Occupons-nous du système (28). Soit 


IF iF AB IF F ; 
Se eer eg LA ih ae aE 
dx, ax; AX. 


dr 3 dx, 


A 


A We re == () 
Ae ee 
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une équation du premier ordre à laquelle satisfont les fonctions F,, 
Het on aura 

ÀSaA + u2bA = 0. 
Nous admettrons en plus que l’on a séparément 


(29) SAN 0; ZDA — 0; 


on voit qu'il reste encore deux coefficients A arbitraires. De même que 
du système (2) on a déduit les équations (6), on tirera du système (28) 
les équations 


(30) A,(Aa+ pb), +... +A(ha+nb);=o, 
ou, en développant et tenant compte de (29), 
a;A(À)+ b,A(u.) + A (hay + dy)... + A (ha; + udp) = 0, 


on retrouve les équations (10). L’équation (11) devra donc être satis- 
Se ; x : 
faite et fournira deux valeurs pour le rapport me On prendra successi- 
vement ces valeurs, et le système ayant été mis sous la forme (16) 
A,dy,+ A,dy,+ A,dy,+A,dy,+ A;dy;= 0, 
B,dy,+ B,dy,+ B,dy,+ B,dy,+ B;dy;=o, 


où les A ne contiennent pas y,, il sera nécessaire et suffisant que la 
première des équations se mette sous la forme 


dF, —F,dE,—=o. 


On peut aisément obtenir les conditions pour qu'il en soit ainsi. 
Nous avons, en effet, déterminé les deux valeurs possibles du rap- 


À 4 } > À 
port =: Il sera donc nécessaire et suffisant que l’équation 


E(aÀ a bu)dx a) 
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se réduise à la forme 


Ay PAT EN 


Pour cela, il suffit que tous les mineurs du premier ordre, symé- 
triques par rapport à la diagonale principale du déterminant 


0 (ai+ by), … (aki+bu), ak+bn 
3) (ah + bu.)g, (ah + bu.)oo ae O a + bu 
— (a, k+biu) —(ar+ bu) ... —(a;k+b,u) O 


soient nuls. Nous avons vu qu'il suffit d'écrire ceux qui s’obtiennent en 
supprimant une ligne et une colonne se coupant sur la diagonale prin- 
cipale parmi les six premiers. Les conditions sont suffisantes et même 
renferment l'équation (11). 

Nous avons vu que les équations (10) fournissent pour les A deux 
systèmes distincts explicités dans les formules (27) que nous avons 
représentés par 


AL,—uM,, …., AL,-—uM, 
RE Al = Ng: 


par conséquent les équations 


| SONT SEM) e 
(32) | 


EU — ym) F =o 


.. 


devront avoir trois solutions communes distinctes. Je dis qu'inverse- 
ment, quand ces équations ont trois solutions communes distinctes, on 
peut former une combinaison des équations (1) se réduisant à la forme 


dF,— Fe di = 0: 
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Pour le faire voir, considérons les équations (20) : 


A, (Aa,, + pb.) +...4+ dg CRtis SHARE ee 


A, (Ady, + De.) +. + Ag (Aden + Bb) = YA + 3. 
ae oe ete +...¢A, &, 


| 
© 


A D +...+A, D, — 0. 


Supposons que nous substituions aux variables x d’autres variables x’ 
et supposons que les équations 
Zadzx =o, 20010 
deviennent 
PITH ce D BD Og tea. 
y . - N , 
Les équations (20) ont des solutions en A,, ..., Aj, y, 6 quand l’équa- 
tion (11) est satisfaite, et soit F(x,,...,x,) une fonction satisfaisant à 
l'équation 


dE dF 


À Te EN 777 — O; 


par le changement de variables, F deviendra une fonction 
! ! f 
DDR TAN CAN 
Elle satisfera alors à l'équation 


dæ d® 


A +. +A, ce Oring 


‘dx! 
où les A, ..., A, satisfont aux équations 


A AGE UD ae A, SE ara 5) =a, + 0b, 


Ay (Aa, + pb) +. + AAG, + UD.) = ya + ob, 


a +...+A, a, 0, 
A ee: +...+A, b, 0. 


| 


N A " ’ 
y eto ayant les mêmes valeurs que précédemment. 
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Ce théorème résulte immédiatement de la propriété d’invariance de 
la quantité Za;;dæ,dx, que M. Darboux a prise pour point de départ de 
la méthode si simple qu'il a suivie pour obtenir les formes réduites 
d’une équation de Pfaff (voir Bulletin des Sciences mathématiques, 
2° série, t. VI). Si donc les équations (32) ont trois solutions com- 
munes distinctes, il en sera de même des équations correspondantes 
après un changement quelconque de variables. De plus, il est aisé de 
voir que, si dans le système (1) on change a en aa, b en Bb, les quan- 
ites L sont multipliées par &?B, les quantités M par «@?, la valeur de 


À ony ty 200 x 2 
; par ip donc AL — up. Mest multipliée par «?6?; donc le système (32) 


ne change pas. Si, enfin, on change a en a+ b, M ne change pas; L se 


ue 
À 


A(L — M) — Mu — 2) = AL— M, 


change en L — M, = en — 1; donc AL — UM devient 


c'est-à-dire ne change pas. 

Si donc on fait un changement quelconque de variables et si lon 
remplace les équations (1) par un système équivalent, les équations (32) 
se changent en un système équivalent. 

Cela posé, supposons qu’elles aient trois racines communes et rame- 
nons le système à la forme (16), et supposons que la première des 
équations (16) soit réductible à la forme 


ds) 2,07, = 2,dz,= 0, 
la seconde étant devenue 
c,dz,+c,dz,+ c,dz,+ c,dz,=—0, 


les équations (20) sont 


—A,=—y2,+ 6c, 
A, = — Y3; + ÔC, 
a= 
IN ÔC,; 
A=0cs 


— z,A, — z;4,+ A, = 0, 
c,A,+¢,A4,+ ¢c,4,+ CSA; = 0. 
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On en tire 
Ww N N 
Ÿ — O, A, a OCs, ne — OCs, A, = — OC;; 
On a donc les deux systèmes distincts 
AE Ci, Ace A, = C2, + 535, 
A,=—¢,; AFTER Ate=08 


A,—A,=A,=A,=A,;=0, A,=t, 


et les équations (32) deviennent 


a Go aoa eee e. ae Le di aa 
Ga Ta Crean hs Sie ds, 72. ne Tao 


Supposons qu’elles aient trois solutions communes. On aura, les 
fonctions F,, F,, F, ne contenant pas z,, les équations 




















CN TERRE ET dE NN PA ARNO RE ES 
3 (er MT TE Az dde aes CONNUE: 
0, (en, Oa) dt, Aa wee. dhe DE HORE 
Ca | ae, +) Os ee a eed alee 
} peat NN Le, (cee dF, CEE 
43, A, JON ee nas 


On voit que l’on en tirerait, pour les valeurs des rapports de trois 
des quantités ¢,, ¢,, c,, c;, des valeurs indépendantes de z,, auquel 
cas la proposition que l’on a en vue est démontrée, à moins que tous 
les déterminants du Tableau suivant soient nuls : 





a 








Pad, 
_ 3 TURD aha 
ARCS Zee dey 
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Dans ce cas, on peut, par un changement de variables effectué sur 
les variables z,, 2, z,, z,, 2;, mettre l'équation 


az,— <,dz, — 3,072 —0 
sous la forme 
dk, — F,dF, — F,dF,=o0 
et Pequation 
¢,dz,+ c,dz,-+¢,dz,+ c,dz,;=,0 
devient 
edf, + e.dk, Fe, dE, + e,dF, = 0. 


Le système (32) devient 





eo eye ae Nie pade af dF 
Po ge ee ae ols) ee EG ee 9, 
AOD oy 
aes 


Il admet comme solutions 


FaF, F=F,,. FF; 


On aura donc 
é, 0: és == 0; 


4 





et la seconde des équations du système devient 
e,dE,+edF,—= 0, 


ce qui démontre la proposition que l’on avait en vue. Ainsi, quand les 
équations (32) ont trois solutions communes, il existe toujours une 
combinaison des équations du systeme (1) réductible a la forme 


dF, — F, dF, =o. 
C’est le cas particulier ( VIIT). Le système est réductible à la forme 
(VIII) dy,—y,dy,=0, c,dy,+e,dy,+c¢,dy,+c¢,dy,=o0. 


Mais il se peut que cette réduction soit possible pour les deux racines 
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de l’équation en =. Alors on a le cas particulier (VIT) 


(VIT) dy,— y;dy,=9, dy; — y,dy,=0. 


Enfin, il reste alors le cas général où le système est réductible a la 


forme (IX) 


(IX) dys Ya Os Va 
A c,dy,+ Cody: + ¢,dy,+ ¢,dy;=o0. 
G. Je vais maintenant m’occuper des solutions du système (1) dans 
ces différents cas. 
Dans le cas (1) les formules 


9 / 
Ya = ey PAU 


vu 


c et c’ désignant des constantes arbitraires, donnent la solution du 
système, quel que soit le nombre des variables indépendantes qui 
peut aller jusqu’à quatre. 

Dans le cas (IT) les formules 


SA pe Va rs Ya =f( 4), Y=f" (a) 


donnent la solution du système, c étant une constante arbitraire, « une 
variable indépendante, f(x) une fonction arbitraire de cette variable, 
f'(a«) sa dérivée première. Le nombre des variables arbitraires peut 
aller jusqu’à trois. 

Dans le cas (IIL) les formules 


Janis Yo= f(a), ys=f'(%), Ya=f (à) 


donnent la solution du système, a étant une variable arbitraire, f(«) 
une fonction arbitraire de cette variable, f’(x) sa dérivée première, 
f(x) sa dérivée seconde. Le nombre des variables indépendantes peut 
encore être de trois. 

Dans le cas (IV) les formules 


View) Ya f(%), ys=f'(%), Ja = %( 4); Vs=9' (4) 
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donnent la solution du probleme, « étant une variable arbitraire, 
f(a) et g(a) deux fonctions arbitraires de cette variable, /’(«) et 
2'(x) leurs dérivées dans le cas d’une ou deux variables indépendantes. 
Dans le cas de trois, les formules 





[ZA 
ET Vans Vic 


donnent la solution de la question, €, c’, ec” étant trois constantes arbi- 
traires. 
Dans le cas (V) les formules 


yas MIE), AR 
D Oe), (x) AB (x) =o 


donnent la solution du problème, & étant une variable arbitraire, f(« ) 
et o(x) deux fonctions arbitraires de cette variable, f'(x), f"(x), 
o'(a) les dérivées première et seconde de /(«) et la dérivée première 
de ®(x), le nombre des variables indépendantes étant d’une ou deux. 
Il ne peut plus y avoir que des solutions singulières dans le cas de trois 
variables indépendantes. 

Dans le cas (VI) les formules 


d'A Vo &; di) 
Yi=9(%), p(a)—Y;—Yf (a) = 0 


donnent la solution du système dans le cas d’une variable indépen- 
dante, « étant une variable arbitraire, f(x) et o(x) deux fonctions 
arbitraires de cette variable, f’(x), 9’(a) leurs dérivées, € une con- 
stante arbitraire. 

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules 


D CE eet Der: Ya=f(a,b), 


donnent la solution du système, f(x, 6) étant une fonction arbitraire 
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of of 


des deux variables indépendantes « et 8, = Qa? 06 °° dérivées partielles 


par rapport aa et à 6. 


Dans le cas (VIT) les formules 


yn=t, n=l), J=f{(e)h rw=9(a); 
vs= (a), V(a)—yeg'(a) =0 


donnent la solution du système dans le cas d’une variable indépen- 
dante, & étant une variable arbitraire, f(«), 9(«), (x) trois fonctions 
arbitraires de cette variable, f(x), 9/(a), Ÿ’(x) leurs dérivées. 

Dans le cas de deux variables indépendantes, les formules 


MeV = f (a), ‘=, 
¥s=9(8),  Ya=%(B) 


DAS 





donnent la solution du problème, « et 6 étant les deux variables indé- 
pendantes, f(x) et 2(6) deux fonctions arbitraires, la première de a, 
la seconde de 8, f'(x) et #’(6) leurs dérivées. 

Dans le cas ( VIIL) les formules 


J ee Y2=Sf(%); Ya = f(x), Yi=9(%), V3 = Ÿ(a), 
c,+cf'(a) + cp (a) +c;Ÿ'(ax) = 0 


donnent la solution du système dans le cas d’une variable indépendante, 
f(a), 9(a), Ÿ(x) étant trois fonctions arbitraires de cette variable, 
f'(a), f'(a), o’(a), L'(x) les dérivées première et seconde de f(a) et 
les dérivées premières de g(a) et L(x). 

Dans le cas de deux variables indépendantes on ne peut plus com- 
prendre dans un même système de formules toutes les solutions; mais 
reprenons les formules 


Ver Y: = f(a), a = f'(%), 
c,da + Cs f'"(a)da + Ci dy; + aay, = 0; 


si l’on précise la fonction f(«), on est ramené à une équation de la 


3 
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forme 
A,dz,+ A,dz,+ A,dz,+ A,dz,=0, 


les variables 2,, 2,, 25, 2, étant «, y,, V5, y4: le terme A, manquerait. 
On sait que l’on peut comprendre toutes les solutions de cette équation 
dans des formules de la forme 








); I’, = 9'(8). 


On en tirerait trois des quantités 2, y,, Ys, y, en fonction de 8 et de 
l’une d’entre elles, (8) étant une fonction arbitraire de 8, 9/() sa 
dérivée. 

Dans le cas général (IX) les formules 


TSS) 


ee Val, Vo) ee Ps ec 


Yi =i y (a) Vi F(a), y: = Ya), 
Ja= ga) — Play f(a), 
Cibeif (a) + c[p" Ca) — Wa) f(x) — (a) f"(a)| + cs Ÿ'(a) =0 


donnent la solution de la question dans le cas d’une variable indépen- 
dante, « désignant une variable arbitraire, f(x), o(a), Y(a) trois 
fonctions arbitraires de cette variable, f(x), f’(x), o'(x), 9”(«), 
v’'(a) étant les dérivées première et seconde de f(x), o(x) et la 
dérivée première de Ÿ(«). 

Presque toutes les propositions précédentes sont immédiates. Il n°y 
a qu'à faire voir que seulement dans le cas (I) le système (1) a des 
solutions en prenant quatre variables indépendantes et seulement dans 
les cas (1), (IL), (IIL), (LV), le système (1) a des solutions en prenant 
trois variables indépendantes. 

Nous considérons pour cela qu’un système de solutions des équa- 
tions (1) forme une intégrale singulière quand on ne peut prendre 
arbitrairement les valeurs initiales des six quantités x,, ..., 7, et nous 
ecarterons ce cas. 

Dès lors, un système de solutions des équations (1) à quatre variables 
indépendantes devra renfermer deux constantes arbitraires. Soient 





ORC e D) Cs 


Fri... Ts) = 
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les équations définissant ce système résolues par rapport aux con- 
stantes c, c’. Les équations 


dF dF 
Vi = da =o, — dx = 0 
Æd dx dx 
devront donc être satisfaites en même temps que (1), quelles que soient 
z,, …,æ,3 donc elles rentreront dans (1) et l’on est bien dans le cas (1). 
De méme un systeme de solutions a trois variables indépendantes 


devra renfermer trois constantes arbitraires. Soient 


ER ee ee 


ces équations. Les équations 


IF dF, dF. 
¥- APE ay > dx = 0, FG, dx =0 


ax 





devront renfermer le systeme (1) et par suite on se trouve dans le 
cas (IV) renfermant comme cas particuliers (1), (IL), (III). 


7. Il nous reste maintenant à nous occuper de la recherche des solu- 
tions du système (1) dans le cas général, lorsque le nombre des 
variables indépendantes est de deux. C’est la question dont nous allons 
parler. 

Reprenons les équations (2), (3); (4), (5) qui en sont la consé- 
quence et cherchons à satisfaire en outre aux équations 





| À, — ai. 4 a +a, +0, St, 

(33) RE NT RS 
EE pp 

dF; AA ES 3 dF AS 

ee Be rs 6, oe + 8, oe + Bsa 

CT RE TR er M Sh an 
dw, dws dw, dw, 
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6 ,, Ws, O3, ©, étant des fonctions de F,, F,, F,, F,, K, seulement. On 


voit que, si l’on peut satisfaire à ces équations, les équations (2), et (3) 
deviennent 





Re dw, Le dw, Ey dw, dw, 
ee dle de ‘ar 
dw, dw. do: du, 

Bg On p Us GR, Fe aes 
b= 8, de Bo dg Bs de * PA Ge 


et le système différentiel (1) est mis sous la forme 


a, do, + 0, do, + a, dw, + a,dw,—=0, 


6, du, + 6, du, + B,dw, + 6,do,— o. 


Il est satisfait en posant 


> 


o,=C,, w, =C,, w, = C,, wo, =C,, 


1 


C,, C,, C,, C, étant des constantes. Les équations précédentes four- 
nissent quatre des quantités x comme fonctions des deux autres et de 
quatre constantes arbitraires. On a un système d’intégrales des équa- 
tions différentielles proposées dans le cas de deux variables indépen- 
dantes renfermant quatre constantes arbitraires. Je vais chercher à 
former de tels systèmes (*). 

Pour que les équations (33) et (34) soient satisfaites, il faut en 
somme satisfaire à des équations de la forme 


(35) A,H, + A,H,+ A,H, + A,H,+ A,H;= 0, 
(36) vu, H,+p,.H.+p,H, +4,H, + Bah <6; 


H,, H,, H,, H,, H, étant proportionnelles à des fonctions de F,, F,, 
F,, F,, F, seulement. Les fonctions w,, w,, w,, w, sont alors quatre 
solutions distinctes de l’équation 


du 


dw dw) do) 


3 dF; 1 OF, 5 dF, 





(!) On peut consulter sur cette manière de transformer en général un système 
d'équations de Pfaff le savant Mémoire de Biermann : Ueber n simultane diffe- 
rential Gleichungen der Form EX,dx,=o (Schlém. Zeitschrift, t. XXX, 
1885, p. 234-244. 


~~] 
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supposons, par exemple, H,=£ 0 et posons 


HAS Hi gheat i tee Hy evan 
a, — À» it, = ss He H, = A5: 
les équations (35) et (36) deviennent 
4350 À + ko No EAN =e eg 
(38) yb Uy Xo + yg Xy-+ , X,+ ue; X; = 0. 


On en tire 


ACR + A Chg) Ry CO ee nee ee 
(3g) { A(X,) + AR IX PAM NS ERA) renee 


A (u,) +A (u.)X, +A (W)Xs +A (u,)X, +A (pu, )X;=0, 
(40) { A?(u,) + A?( ty) X_ + A? (5) Xs + A?(u,)X, +A?(u;)X, =0, 


Cela posé, adjoignons aux équations (2) et (3) les suivantes : 
/ AA(A,) + wACp,) + aA, + Bu, =o, 
AA(A,) + UAC py) + HA, + Bu. = 0, 
| Pe ra ecm à Se : 
AACA;) + LACS) + ah; + Bus =O. 
Alors, si par exemple & est différent de zéro, le système (40) rentre 


dans (37), (38) et (39). Déterminons alors X,, X,, X,, X, par les 


équations (37), (38) et les deux premières de (39). De la première 
deG39 wetde (og) Onmire 
(42) A,A(X,) + A, A(X, ) + LA ACX,) + A,ACX,) = 0; 


de (38) et de la premicre de (40) on tire 


(43) (Xp) + py A(X) + LA(X,) + A(X) = 0; 
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des deux premières de (39) on tire 
(44) A(A,)ACX,) + ACA, )ACX;) + A(A, )ACX,) + NS NP DETTE 


et Pon voit que, si X, ,X,, X,, X, satisfaisaient à la troisième des équa- 
lions (30), on aurait 


(49) A*(A,)A(X,) + A?(A,)ACX,) + A2(A,)ACK,) + A?(A,)ACX,) = 0, 
et les équations (42), (43), (44), (45) montreraient que l’on a 
ACX ) 10, AGM) ==, Aas 0, ANSE), 


si le déterminant 


Uo Us U., U. 
ASh BACAS in AC Ap) GE AC.) 
ECS a ACR) ARS AO) 








est différent de zéro. Or, pour que la troisième des équations (39) 
rentre dans (37), (38) et les deux premières de (39), il faut etil suffit 
que l’on ait l’équation suivante 








À, À À, x As 
Fa He Hs as Hs 
(46) Nee SPA RAA CNRS A CR) be 6 
PPA Chet AS CRE) ATOS) MAFCXS) 
ei A) RAC }:),: A’ (A) 


On voit en somme que, si tous les déterminants obtenus en pre- 
nant quatre colonnes dans les quatre premières lignes du détermi- 
nant de l’équation (46) ne sont pas nuls, cette équation (46) sera la 
condition pour que l’on puisse déterminer des quantités H,, H,, H,, 
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IL,, H, dont les rapports à l’une d’entre elles soient fonctions seulement 
de F,,F,,F,,F,,F, satisfaisant aux équations (35) et (36). 
Ces quantités sont alors déterminées par les équations 
A, H, + AH, +LH, + A, H,+ A,H;=0, 
Yas LICE oH, + phy BES at u,H, + [bs TO, 
; A (A,)H, +4 (.)H, +4 (;)H,;+4 (A,)H,+4 (A;)H;=0, 
(47) xs se De : 
A°(X,)H, +4°(X)EH + A?(A,) H; + A?(A,) H,+ A?(A;)H, =o. 


Nous avons en somme à résoudre le système des équations (2), (3) 
d'où résultent (4), (5), puis (41) et (46). On a comme inconnues 


A day ie ie hes 

ey, Mas Mas is so 

F,, F,, Ee Ee ie 
h, M a, 6; 


les quatre dernières inconnues se réduisant à trois, on a en tout dix- 
huit fonctions inconnues et pour les déterminer douze équations (2) 
et (3), cinq équations (41) et une équation (46). 

Cherchons à résoudre ce système. 


nn Ne y | ; d¥ 
Multiplions la première des équations (41) par -—; la seconde 
dx; 


et ajoutons; il viendra, en vertu de 


= 
4 


5 P dF. 
2 ‘ 

yar ——, --+, la cinquième , 
| € dx; d € | par dx; 


COp rat on 





(48) A, (ay, + .bp,) +... 4+ Ay (a; +ub;) + 44;+ Bb;= 0, 


équation qui en contient six. Joignons-y les équations (4) et (5). On 
a le système 


A,(Aa@,,+pb,,)+...+A,(Aa,6+ ub,,)+aa,+ Bb, =o, 
À Cdi + Udy) +--+ Ag (Aa, + Rs) + tas + BL, = 0, 


ee a, À, — ands — O, 


ak, b,A, = b, Ag = 0; 
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on à huit équations homogènes à huit inconnues qui ne sont autres 
que les équations (20) où — y et — 6 sont remplacés par « et 6. 

On aura donc l'équation (11) qui donnera deux valeurs pour le rap- 
port ss Les équations se réduisent alors à six distinctes et l’on a les 
formules (27) pour deux systèmes de valeurs de A,, ..., Ay. 


.« . À * 
Pour la première racine en , on aura le système 
A,+oB,, A, + wb,, era A,+ob,, 
w étant arbitraire, et pour la seconde racine le système 
C, + o'D,, C,+w’'D,, sen C, + w’D,, 
w’ étant arbitraire. Remarquons que l’on a les identités 


a,A,+a,A,+...+a@,A,=0, a,C,+a,C,+...ta,C,=0, 


b,A,+6,A,+...+6,A,=0, b,C,+6,C,+...+6,C,=0, 


(49) | 
a,B,+a,B,+...+a,B,=0, a D,+aD,+...+a.D,—o, 


Il 


| 6,B,+6,B,+...+6,B,=0, b,D,+8,D,+...+0b,D, 


Il est aisé de voir que si l’on pouvait déterminer w et w’ de façon que 
les équations 
dF 
ÿ (A + oB)— =o, 
dx 


DUC +o'D) > =, 


aient quatre solutions communes, la question serait résolue, car les 
équations 





x, = re +X, — 0; 
x, ++ XD = 0, 
X, te +X, =o, 
X, 7 Se =, 


> CET EE Ne a, 0, 
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oll ®,, Ms, &,, w, désignent ces quatre solutions communes et X,, ..., 
X, des inconnues, sont satisfaites pour les valeurs A,+oB,, ..., 
A, +B, d’une part et C,+0'D,, ..., GC; + w'D, d'autre part. Ces 
deux systèmes sont distincts : sans cela on serait dans le cas particulier 
où Péquation (11) est identique. Donc dans le Tableau 














dw), dw, 
ax; Ax, 
dw, dos 
dx, dx, 
| du, dw, 
dx, ai, 
dw, dw, 
dx, RES 
il, ae ela 








tous les déterminants obtenus en supprimant une colonne sont nuls. Il 
en est de même si l’on remplace les a par les b. On voit done que l’on 
retombe sur les équations qui définiraient les fonctions w,, w,, &,, w,. 


8. Nous verrons plus tard les équations qui lient les quantités w 
et w ; pour le moment nous allons faire voir que l’on obtient de nou- 
veaux cas d'intégration lorsque les équations 

Sr PA à 
DAS 


dx 


dF 
dx 





Cs 


qui ne sont autres que les équations (32), ont une ou deux solutions 
communes. 


Soit, en effet, F, une solution commune des équations précédentes. 
Le système (1) étant supposé ramené à la forme (16) 


A,dy,+A,dy,+ A,dy,+ A,dy,+ A;dy;= 0, 
B, dy, + B, dy, + B,dy,+ B,dy,+B,dy,=o0, 


où les A sont seulement fonctions de y,, ...,y;,3 la fonction F, sera 
une fonction de y,, ..., y 


5° 
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On peut toujours ramener la premicre de ces équations a la forme 
dF, —F,dF,—F,dF,= oo. 


On aurait a satisfaire aux équations 





RAP ees Le eee Bee 
dy dy > dy 


Or nous avons vu (voir Revue bourguignonne del Enseignement 
supérieur, t. V, Mémoire sur les équations différentielles, Chap. IV) 
que l’on peut résoudre ces équations en prenant arbitrairement A et 
qu'alors F, est une solution qui peut être quelconque d'une équation 
, dP à dF 


Ode td. nore hot 


A 
où les quantités A’ contiennent A et ses dérivées premières, I] suflira 
done de déterminer À de façon à satisfaire à l'équation précédente, 
F ayant la valeur F,. Le système (16) se ramènera à la forme 


| Og, 2, (2 502, —0, 


50 
ee Cry Co ds EC; 2, + c, dz; 


> 


— O, 


en desipnant ht, 5, H,, ,, F, par 2,, 23, 33, 2,, ;- Nous avons vu 


) 


que dans ce cas les équations (32) deviennent 





dF d¥ æ ris ai du 
es dar ee D 
dF 
de sr 


Ces équations doivent admettre la solution commune 


Pe 33. 
On devra donc avoir 


On peut prendre 
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et les équations (50) deviennent 
Ua 240, 


c,dz,+c,dz,+ z,dz; — 3, 45,=—=0: 


dz, — 2,42, — 2; 


, 
4 


Elles sont évidemment satisfaites en posant 


n=C, H=f(@), EE) 


On tire de la dernière z, et l’on a bien un système de solutions à deux 
variables indépendantes dont l’une est z, renfermant une constante 
et une fonction arbitraire. 

Dans la pratique, les équations (32) ayant une solution commune 
F,, on posera 


F,= C; 


on Urera de cette équation la valeur de l’une des quantités x. Le sys- 
teme (1) se transformera alors en un système de deux équations de 
méme forme a cing variables arbitraires. Se rapportant au Mémoire 
précité (Revue bourguignonne de V Enseignement supérieur, t. V, 
n° 1, Chap. V), on sera dans le cas où ce système admet un système 
de solutions renfermant une fonction arbitraire, quel que soit C. Ce 
cas d'intégration parait être nouveau. ù | 

Cela posé, étudions le cas où les équations (32) ont deux solutions 
communes distinctes. Dans ce cas, on voit que, si l’on désigne par F, 
et F, ces deux solutions, on peut trouver un système renfermant une 
fonction arbitraire en posant 


Fe AE , 


J étant une fonction arbitraire. Posons alors 
Hea, Fa (a); 


De ces équations nous tirerons deux des quantités 2 en fonction des 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 97 
autres et de æ. Nous préciserons la fonction f(x) et le système (1) se 
transformera en un système de deux équations à cinq variables (Mé- 
moire précité, Chap. V), qui aura un système de solutions renfermant 
une fonction arbitraire. 

Je dis que ce procédé donne toutes les solutions du système (1). 
En effet, nous avons vu que si les équations 


oO, = Cae Oy = Co oO, = (ne OL Be 


représentent un système de solutions renfermant quatre constantes 
arbitraires, les fonctions o,, &,, &,, w, sont des solutions de l'équation 


= dE dE 
D A 1 + oy B : — 


+0 
dx À 


w élant convenablement choisie. Soient alors trois solutions ®,, ®,, 
®, formant avec F, et I’, un système distinct; on aura 


FETE ES ras), CENT: De HE STER 
et les équations 
OT TETE DEAD = C: (Dre a By 
donnent, en éliminant ®,, ®,, ®,, une équation de la forme 
H ARR ENS er CAC: ) == 0, 


ce qui montre bien que F, est une fonction de F,. 

On peut donner de cette proposition une autre démonstration qui 
fait voir plus clairement le résultat précédent. 

Ramenons, comme dans le cas où les équations (32) ont, une solu- 
lion commune, le système à la forme 


dz,— 3, dz, — 2,dz,= 0, 


Ode cet 2302, is OV 
Les coefficients c,, €, qui contiennent z, seront liés par la relation 


dE dF ay See 
dz dag at 
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F étant la seconde solution commune des équations (32) et, par suite, 
ne contenant pas <,. 
On satisfera a l’équation 


dz.— 5,05; ~~ 3:30; 
en prenant pour z, une fonction quelconque de =, et z, et posant 


__ dy 


Ss, — >? = 
3 az, J 


Sa 
dz, 
L'équation 
c AZ, t'a dir 2.05, 60220 
donne alors 














Pr. dz, Ss 
Ci +3; 77° — 3; =0 
M foe ase : 
b aS, dz; 
Co + 3; se: 0: 
2 ) dz. 4 dz. 1 
Te Se i : dF ; dF 
multiplions la première de ces équations par aoe la seconde par =P 
et ayoutons; on aura 
dF d¥ ; dF 2 dz, aie dF dz, _ 
a 2 + a 2e Z,—— — 3, 0 
Que, ‘dz, AS. aes aes Les MSs " dZ4, ; 


ou bien 








_ (dE, dR dy | dF dy | dF dis 
FE: aa da, az, as, az, dz, da, 
ame (zt dF dz, NAT de at à) 


ds, | ds, dz. ak Us, des je dz, 3 





Cette équation montre que F est une fonction de z,. 
Le système proposé pourra dès lors être remplacé par le suivant : 


x dz; dz, = ae 
Ce, Th en Fist ar ele flea aa 


et l’une des deux équations 





Z y, Se L 5 
CES —2,— =0 Cee ge LA NEO 
DUT NES : Ee Ye oe ee da 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 39 


De l’une des deux dernières on tirera 3,3 on satisfera aux premières, 
en précisant la fonction f (3,), par des formules 





ve lp 0e 
Das. 0) = PUP); =; = (8). 


On peut done dans ce cas obtenir toutes les solutions du système (1) 
par Pintégration d’équations différentielles ordinaires. 


9. Revenons maintenant au cas général. 
Il nous reste à former l'équation (46). On peut la mettre sous la 


forme 
A*(A) = aA?(A) + DACA) + cu + da, 
A désignant l'une des quantités X,, Az, ..., À, et a, b, c, d des fonc- 


P rs dF ; : ; : 
tions convenables. Multiplions-la par ae et ajoutons les cing équations 


ainsi obtenues, A et F ayant successivement les indices 1, 2,..., 5. 


On aura 
AA yee = aD (A) S +b AA) +c D dE ee 


où le signe X porte sur les quantités À, & et F. On aura six équations 
semblables en donnant successivement à la lettre x les indices 1, 
>, .., 6 et l’on voit que l’on a à annuler tous les déterminants du 
Tableau 


dF dF ie Be ee 4 
DAT Dur MAME YA ve Slee 











amd x, mk Sa, 1: 
dF = af ye GE Que Q dE nt ee 
61) La, Lez, LAR, LOR, LO, 


nt esse ere 0 ay ee Tie nf ei ee hie (selena le eh | felis die 6. ne ns non exes, feo ete + ve a) à se + à — 


Sia, Cr ei WEA mee OAR Wee ony ae Sl y CAR 
yA ba DAs. DA CE Dr) 








qui se réduisent à une seule équation. 
On a 


a iF 
2? de, = Gi Be i = b,, 
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puis 





LE 
> A( À) = =» A, Qiy —— A, Qjo+- . + AUS, 


er | 
où 
AV A,==6B;, mh A,= A,+ oB,, 


EN 


. , . A . 
en se servant d’une des racines de Péquation (11) en — el, par suite, 
À 
on aura 


dE de 


> al 
mie R;+ @9;. 





(92) AQ) 
Remarquons que l’on a identiquement 
E(A +owB)(R+oS)=o, 
c'est-à-dire séparément 


PAR ==. Ba 0, X(AS + BR) =o. 
A L ® À . 
Remarquons encore que, dans le cas où l’équation en = a ses racines 
[J 
distinctes, on aurait en multipliant l’équation (52) par C;+ w’D, et 
ajoutant en donnant a7 les valeurs 1, 2, ..., 6, la formule 
X(C + w’'D)(R+ 05) =o. 
Cette équation est une identité et ne donne aucune relation entre 
melo’. 
in effet, désignons pour abréger C + w’D par 4. Soient À, et u, 
les valeurs de À et u. pour le système A = A + mB, etd, et uw, les valeurs 
de À et u pour le système A’. Si l’on multiplie les équations (48) où A 
» ( ave) sland ep) at à NE u ue at > 
et u sont remplacés par A, et vu, par A’, ..., A, et que l’on ajoute, il 
viendra 


A, Éa;;(A;A;— AY A;) + u.,20,;;(A; A; — A, A;) = 0. 


De même si, dans ces équations (48), l’on remplace les A par A’ et À 
et {4 par À, et y,, puis qu'on les multiplie par A et qu’on ajoute, il 
vient 

Me ; 2 
A, 2@;;(À; A; + A; A;) + Mo 20;;(A; A; ——— A; A;) == Dh 
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On aura done séparément 
DD AA TA) = 0, 25; (A, A;—A,4,). = 9; 
la première de ces équations peut s’écrire 
E(R+wS)(C+wD)—o, 
qui a done bien lieu quels que soient & et w’. On aura séparément 


Ait OF pad Oa SoC =u, 50 0. 


On voit que, si l’on fait tendre la seconde racine de l’équation (11) 
vers la première, on a alors au lieu de la relation 


E(AS + BR) = 0, 
séparément 


ZA 


Un 


— O, ZBR =i 
Inversement, je dis que, si l’on a 
‘ De) We eit cs 


l'équation a une racine double. Supposons qu il n’en soit pas ainsi. On 


aurait les relations 
SAR —=0, FN 0, 


qui seraient satisfaites pour les valeurs A, B, C, D données aux quan- 
utés X. Les systèmes A, B, C, D ne seraient donc pas distincts et l’on 
serait alors dans le cas où l'équation est identique, auquel cas la con- 
dition d'égalité des racines est bien satisfaite. 

Revenons maintenant à la suite de la détermination des coefficients 
de Péquation (51). Posons pour cela 


On aura 


CRE 
(52) DAG) 1 =r: 


t 
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De même que ces équations ont été tirées de 


= 


4 


Bis Ne 


awed, dx 





on en tirera 


à NE 
> A’(A) a oe Py Aye. + li = Si; 


=a) 
JV = 
( ) head : dx; 


puis, de ces équations 
dE 


dx; = 5;,A, Ass Se = 1; 


et l'équation (51) est un des déterminants du Tableau 


0 0 OR RES ae 

ae a, MOTORS 
(ou) | G 

de Og TS 





} ee = 2 , ie, Md q 2 
Remarquons que l’on a identiquement, c’est-à-dire quel que soit w, 
ysis O, DL O, 


les termes se détruisant deux à deux dans ces équations. Comme on 
avait déjà les relations 


UN 0: Db Nee 0, LrA=0, 


on voit que les équations (55) se réduisent bien à une. 


10. Remarquons d’abord que cette équation ne donne la solution 
cherchée que dans le cas où tous les déterminants du Tableau 





LOU À; phe ny ie 
| pu be Us ps Hs 
ACK,)~ ACX) MACRO ATEN RENTE 
A? (A, )) ARCs } AT De RE AE 
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ne sont pas nuls, c’est-à-dire quand tous les déterminants du Tableau 


CRT ee DL Ge Le 


J 


DR LI 0e DRE Rte 


1 oO 


Die 2) (lace ae. alls 








Snel Ste Seca le PS LS 


ne sont pas nuls. Voyons ce qui arrive dans ce cas. On peut alors 
salisfaire aux équations (37) et (38) en prenant arbitrairement lune 
des quantités X,, X,, X,, X; comme solution de l'équation A(F) = 0, 
c’est-à-dire que l’on peut prendre arbitrairement l’une des fonctions 
@,, @), 3, , comme solution de cette équation. Mais il est préférable 
de présenter de la manière suivante les solutions que l’on obtient dans 
ce cas. En somme, les déterminants des deux Tableaux suivants sont 





nuls 
À, ae As A, À, 
A AUS NA CO NA CR TA US) 
| bi Fa Hs Un, Us | 
AG) Au) Ab) AC) ACs) 








i 7 ne i À 
A A AUD ANAT Ap > AR) 
be be Us be Us 
A?(2,) AR) AUX) AR) APS) 





On aura done les relations, À étant l’une des quantités À,, ..., As 
A(y) =ah+ Bu YA), ARR) =a + Be + AQ), 


on en tire 


A (A) = a” + B'ACXA) + "A? (A). 
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Donc, tous les déterminants du Tableau 


À { À À 3 À f À 5 
PACA, YoRAQG). AR) ACER 
| A2(2,) A?(A,) AUX) AOL) APCS) 


PASCA,) AO ASCE) AC een ee) 








sont nuls. 


Prenons par exemple l’un de ces déterminants. On aura 


~ 


A, mk, + nhs + PAs, 
A(A,) = mA(A,) + nA(QA,) + pA), 
A?(i,) = mA?(A,) + nA?Q,) + pa’?Q, ), 
A®(A,) = mA*(h,) + nA*®(A,) + pA®(;). 
On lire de ces équations 
A(t) ==%0- Ati) == 0; At py 05 
on pourra donc, en général, poser 


A,=m,k,+n,k, + pk, 


o s oies 0) ¢ ee see se + pe se ele m0) 66s ee 


A=m;k,+n;k+p;shs, 


les quantiles 72,, 2), Pis +++) Ms, Ns, Ps étant des fonctions seulement 
dé F,, Hew. ee Ona ensure 


u,=m,h,+n,ho+ pis, 


© 2 6 Pvc ele + 6 2p oo nie ses 4 6p) ee mie 


Us; = msh,+nzh.+ pshs. 


On voit qu'alors le système (1) peut se mettre sous la forme 


1 


k, > md¥ +k, >) nd¥ +k, Ÿ pak sare Oy 


h, D mdE -+ h, > ndE +h, > DA Ge 


1 1 1 
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Elles sont évidemment satisfaites avec deux variables indépendantes 
en posant 


5 


a > ~~ + 2 nl 
ym ie 0. DE HA 0: > pak = 0, 
1 1 


1 


qui comportent une fonction arbitraire (voir Mémoire précité, Cha- 
pitre VI). 

Cherchons maintenant à quelles conditions doivent satisfaire les 
coeflicients des équations (1) pour que lon se trouve dans ce cas par- 
ticulier. 

I] faut et il suffit que l'on puisse déterminer w, puis des quantités 
m,n, p, de façon que l’on ait 


s;= mr;+nb;+ pa. 


Supposons d’abord que l'équation (11) ait ses racines distinctes. On 
aura 
FES 0, 200: 


el inversement on voit aisément que ces conditions sont suffisantes. 
On a 
S;=À,ry + Art... + Airis, 


=A, 7 (y+ So) + sath (RS w) 


—A, a(R +8, RE 


ALES T Ge AS oo 


fe ARES: 0), 


8 dz; 


oe i 


U, étant une fonction du second degré de w. On aura donc 


ECs = ECU — EAS ECE =o, 
(56) 


| 2Ds=SDU —YASED É =o. 


Si ces deux équations ont une solution commune, cette soiulion 
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fournira une équa tion 


HONE ee on 


dont cing solutions distinctes seront les fonctions, Poe. ete 


2° 


Le cas où l'équation (11) a une racine double sera étudié plus tard. 


A1. Ecartons maintenant ce cas, c’est-à-dire supposons w différent 
d’une solution commune des équations (56) et reprenons Péquation 
(55). Calculons pour cela les quantités 7. 
































On a 
l = A,S;, +... + Ag Six; 
ds; ds; ds, ds 
— A, dis 5 ae A, dx : 1 dx ; =" A, dx; 3 
dU; dU; dw Pre: doy ty ae 
as i i iA(o x ee 
A, Pt PRES EC dx A (w) L Sr Aw) a EAS) Tr, — 2AS dx;dx, | RE 
dU; dU; dw ds; 3) ao 00 
/ i i i : by) ee Ae 
AT E CS da, MA (w) + si (Aw) —(z Oe brn LAS ——— PS | 
ds, J À as, 
\ da; cle ei En à dæ;’ 
ou bien, en posant 
SAS 
as fe AU AU aa, es dw dw 
LEA, ES age, | deh ee ee —A(D) 7. — HA (4) 
aU, dU, dw Ait. ey do) ais 
ra a a dr dw Ax; y To à. De 7, At >) ie Ps da, BS I dx, | ‘1e 
ray pdt dU, dw Use di dw d w 
À L Ax; ‘| dw dx; ci dx i A o) on Se 1 “~[A(o)| 13 I | 


? 
dede AL, AL; 


ou bien 





dw) 5 d ; 
“w= NVi+ Te A T,A(w) + $;A?(w) — 1. [A()|, 


’;, 1’, T; étant des fonctions du troisième, du second et du premier 
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(or) 
SI 


degré en w. L’équation (55) devient alors 
dw r dw 
a, 6, R,+5,o U,+5 5, A(w) — L = V+) oes 
vy 


nes wee eek sh se eee Pe Ae 8 SM EO ANTS «| | uae ape Me a) a ta se el We el che) ef) ww Snel Cb nee al d'in pen did el Gey x » € me à « 


| 
ty b, Re+S,o U,+S,A(w) -I7— = Ver be - + T,A(w) + $,42(0) 177 [AC] | 


6 


Les équalions 


ak dE 


s= TAA) EMA) 


montrent que l’on a, en posant comme il a été fait, 


Gea iN 


les relations 


c'est-à-dire 
5) (> — [A (w) = 0, 
(27 ë 
| SAV + l'A’ (w) + A(w) ETA’ — IA'A(o). 

Les relations 
A 0 D rA 0, SA ou SLA’ = 6, 
jointes à 


Zvi 0, SOA = TO, Bark =-0; SA 0: OF 


montrent que les équations (57) peuvent remplacer (55); w’ y entre au 
premier degré; en l’éliminant, on en tire l'équation en w 











ROUE BCE OV C 2 Bees ECT = ESC [A (0)] 

(58) Fe LS du a 
D ST DAS ry jag wy eae v REA a ; 

SDU—IsD5—  SDV+ VSD + A(w) EDT — 15D [a(w)] 


Celle équation, qui peut remplacer les équations (55), est loujours 
du second ordre. 
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Reprenons l'équation 
EA'U — IA'(w) = o. 
On aurait de même 
LAU’ — JA(w') = 0, 


en posant 
ha R:+S'w'=7— A ws Bari 
LE AO — ha y dis 1 56 iss 


dw’ 








7! el RE mn ESS AE ! ! 
U;+S;A'(w') — Jae SA Te RATE 
— CS’. 
La premiere donne 

= dw 

She see 

res AL 

où dw)? 

POINT UE 

dx 


en portant cette valeur dans la seconde, on a une équation du second 
| ; à , 
ordre qui ne peut être autre que (58). Donc, les équations 


| | SA'U — IA(&) =0, 
2 | ZAU’— JA(w’)=0 . 


sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations 


; dF 


‘dE 
E(C +w'D) Tn =O 
forment un système complet. I et J, étant tous deux la condition pour 
que Péquation (11) ait une racine double, ne peuvent différer que par 
une constante. 

Je vais maintenant m'occuper de la construction des développements 
en série des intégrales du système (1), question qui peut offrir un cer- 
tain intérêt, 

Soient 

HG, res sista ET 


TO — 
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les variables indépendantes. On a les équations 


Sedxn = 0, 

Beda =s0, 

xX(R +wS)dx — 0, 
ECR'+w'S')dx =o. 


Ces quatre équations ont deux systèmes de solutions qui sont 


A,+wB,, ..., Ag +oBg, 
Ce on Prd. Oe tL). 


On aura donc 
dx 


da = A(A +owB)+u(C+uw'D), 


Œ =X(A+0B) +p(C+w'D). 


On en tire 


1=AA(F) + uA(P), o = AA(®) + uA'(®D), 
0o=NA(F)+ pA (FP), 1=WNA(®) + uw A(), 
d’où 


+ aves) Roma (RE) rt) r_ AUF) 
| = H > bs a re Ven à QE LS 





avec 


H = A(F)A(D)—A(D)A(F). 


On aura de même pour les fonctions w et w’ 


Ga =A) +uA(o), Gr = DAC) + pA(u'). 
Te = NA(D)+ A (o),  GP=NA(o') + wd (0), 
dou 
NOT NG 
doy! , doy! 


— A(o') = po — p—- 
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On remplacera dans ces équations A(w’) et A’(@) par les valeurs 
fournies par les équations (59) et l’on aura le système suivant : 





aD, ee ee 
= bri Ore aves Mey (6), 
Win ACT T6 ©, ), 














aie . rs 

SSS al ess Un eG) 
Ae gy 19 9H 69 YY, ); 
ax 

=9,(4,, » Lys D, © ), 
de Î É 
TR D duc . 
Ax; ; 
—— = 0,( 4 Rag pr ORO) 
75 aan 9X6, D) > 
dw F ,, dw 
— INU XL a on Gore eels, (CD) + (xv res aline O0) 20D) RE 
An (Ly, 9% 69%, ) ( 19 2% 6) D; er 
TT UE D 5s, te Lage enn tip OU mn Ë 3 
dw' / , do! 
—— = F(X AE Sree ele, (6) + (TX eric ley ell GD UD . 
Avi PL; 9% 69 D ) q ( 19 9% G9 WY, ) ae 


Si l’on se donne pour les valeurs initiales de uw et de ¢ celles de 
Li... Le, ce qui n'en fait que quatre d’arbitraimes, puis les .tonc- 
lions » et w’ de 6 pour la valeur initiale de w, on peut construire les 
développements en série qui seront convergents. 

La solution comporte donc deux fonctions arbitraires d'une va- 
riable C a | 


12. Nous allons maintenant nous occuper du cas de la racine 


double. 
Ona d'abord à voir si l’on peut annuler tous les déterminants du 


Tableau 
| PR US RE PRES 
bj SORT 
? 
li lo re 








(') Les systèmes d'équations aux dérivées partielles de ce genre ont été étu- 
liés dans le savant Traité d'Analyse de M. Méray, t. I, Chap. XII. 


(60) 
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— 


c'est-à-dire ici 


a, ay A, a, a a 


bh, b, b, De b. b 


1 J 


\ 


S1 tous ces déterminants sont nuls, on aura, a, 6, y élant conve- 
nablement choisis, 


U+SA(o)=aa+f8b+y(R+ws). 
On en tire 
(61) SrA Wee Os 2 Lo: 
ona 


U=L+ Mo + No’, 


et l’on a les relations 
ZAL=o0, X(BL+AM)=0, Z(AN+BM)=0o, ZXBN=o. 
Les équations (61) deviennent 
wLAM + w?LAN =o, 


XBL +w XBM =o. 


Elles fournissent pour w une et une seule valeur. Les équations (60) 
se réduisent alors à une qui est la condition cherchée. 

Considérons maintenant le cas tout à fait général et voyons si l’équa- 
lion en w est du second ordre; c’est 


a, b, R,+5,0 U,+S,A(o) Vy eee TACs ES A0) 


Cine oo re el ay Re les iaele se 20 a, ov IN @ eS Te. 6) es One & te «leo Of elie we le ts. = 01e) e 0, 6 


ay oR, SO M Var las + T, Ala) + 5,4? (0) 


ax, 


6 


Paes Ome hese So RS GR ES DR. So. Rye+S,w 


U,+5,A() U,+S8,A(w) U,+S,A(o) U,+5,A(m) U,+S;A(o) U,+5,A(@) 





| 
| 
| 
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Les termes en A?(w) sont les déterminants du Tableau 


Gin 6s hg 3) po CON 
bb RD. D ORDRE 
R,. «Rs why] CPR 
Si LS ES OO UE 
UD; AU URL 


Si tous ces déterminants étaient nuls, on pourrait déterminer 4, 3, 


ar 


‘ = 4 
v, 9 tels que l’on ait 
U=caa+8b+Y%R+às. 
On en tirerait 
SAT > Bay 
Je vais démontrer que dans ce cas l’équation (11) est identique. 
Pour cela nous supposerons le système (1) ramené à la forme 
se ed 0. 


4 


dz, — 


c,dz,+ ds; dre eds-20 
On a trouvé 


y, C54; A, C5) Ay = €,3, + C535, 
A,=—¢,; A;=— Cy, A,=0, 
By = 0. beer B= 0, 
B, = O, B. O, B, =I. 


On a ensuite 


























Bice de; eo) A. LD nie Shae: fac, de: 3 dc; dc; 
LES Vs ds), 0 ds de pee ee ERS ee dz, C2) 
; dc; 
PRE de 
des acy) dCs ; He. de de; de; 
Be | SG ee Cae (De, LS, en 
x Mes ds: : dices 45+ C525) ds, deans das ds: JON 
et des 
son mite ne 
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R serre GEL, Frac} mecs, 
APR TS FE a Te ds, ds 
Dre À, 
D de, = de, et de, ate) ¢ Pen Eee de, dcs\ | 
BAT TT am. A9 BETTER IEEE: 535) ds Pea C2 
dc, 
er — dz, 
__ (des dc, acs ac, acy 1 a dc; ae; 
Re (se = 7) Ciel (TE = 7) Cet da, (Es 33 + Gray.) = (ZE — 7) Ci 
dc. 
3, = 2, 
36 
= de, de; de: acs 
R, = — RASE 1500 HN 10 
DE Os 


Formons l’expression 3 BU = 0; elle se réduit à U,; = 0. Ona 
LE eS ia en ee AR 7. 
On a, dans le cas de la racine double, 
ie 0+ 


comme S, est nul, on a en somme 7, = 0, et, par suite, l'équation 


(U? —.0 
devient 
dr, dr, drs eed 
AT. +hT Hee 777 — O; 


ona de plus, puisque 7", est nul, 


A,r, +A.r,+...+Asr;= 0; 
il vient donc 


; "5 ds As 
A A TR ae. — (x + HT =); 


ie FPE ods: de, 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. I, 1897. 10 
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et l’équation 


(ER 


devient finalement 


si iy LC, TC. d de; 
eee ae Rice +R, (s ae +2 ra) ip cite 0. 


7 De ‘= =. —_ = 
Se da 4 GE y dz, ; aa, 5 ALT 








On vérifie par un calcul facile que cette condition, jointe à R, = 0, 
se transforme dans la condition pour que l’équation (11) soit iden- 
tique. 

Ainsi, le cas où l'équation (11) a ses racines égales n'offre rien de 
particulier. 

Il nous reste à construire les développements en série. Nous par- 
irons des équations 





Dar 0. 

bar =o, 

ZE(R+Sw)dz—o, 

ETU + SA(w)] dx =o, 

X[V + TA(w) +SA(w)] dx + I'dw = o. 


Posons 


A(w) = We 
les équations précédentes deviennent 


20 p= 6. 

> Dig ON 

Z(R +Sw)dx—o, 

x(U + Sw') dx =o, 

E[V + Tw’+ SA(w')] dx +l dw =o. 


Le système À + Bo mis en place de dx satisfait à ces équalions ; 
des quatre premières on tire un autre système 


M+Nw, 
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qui satisfait aux quatre premières; M et N sont des fonctions de w du 
troisième degré. 

On aura alors 


l par 
—- = À (A + Bo) + p (M + No’), 
de / 
7 = N(A + Bo) + w'(M + No; 


u, © étant les variables indépendantes, soient 


TC my A ee Ue 
Dey nae haat 


On aura, en posant 
dE : 


E(M+ No’) S =A,(F), 

les équations 
1—ÀA(F)+uA,(E), 
NA) oA; (CB), 
o=AA(®)+uA,(), 
1 — NA(®) + w’A,(®), 


qui déterminent A, &, 4’, 4’. On aura ensuite 


X(V + Tw’)(M + No’) + A(w’)2S(M + Now’) + l'A, () = 0, 


et enfin 
dem 255 / Ar ) Goh ey ff A / 
Ti = hw +p A,(w), SR (w’) + pe A, (w'), 
dw 1 , / Tu! / r / 
= =No' +A (wo), Te =NA(w') + pA, (o'). 
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On en tire, en posant 


H = A(F)A,(®) — A(®)A,(F), 


CP) Me Pea) Mes CP Presa) 
ET COS ie CN) HE Al 








les équations 


dw , dw 
do) dw 


DE UE ee ee 


, , dos! rdw’ 
A(O JE HEART 





d’où finalement les équations 


pee ree dw 
OL t 15 — Ae 
ae dv! do! dw CUS 
“'/ ! ! SR) 2.21 Sect / ‘ — — pie == 
E(V+To')(M+No’)+ (y «T)EMS+T (QT NS) =o 
On en tire 
dw ss 8 dw 
ae te DRE it 
coy as , dw' , do 
de ra ET 


qui permettent la construction de développements en séries conver- 
gentes et montrent que l’on peut prendre arbitrairement les valeurs de 
quatre des quantitésx,,...,æ, pour les valeurs initiales de & et ¢, ainsi 
que les fonctions w et w’ de wu pour la valeur initiale de ¢ (). 


15. On peut former des équations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions w,, &,, w,, w,. Bien que n’ayant pas servi, elles ont néan- 


(1) Voir la note de la page 7o. 
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moins un certain intérêt. Reprenons les équations des deux Tableaux : 




















do, dw, dw, dw, 
ax, ax, dE dx, 
dw, dws do, dw, 
dx, dx, dx; dre 
dws dw, dws dos 
———— eee , — eee ) 
aay ax, a dr; 
dw, dw, dw, dw, 
az; dz. dx, dz. 
Oe ene LUN RTS 


On en tire les équations du Tableau suivant : 


ae de 
dee ie Ax, 
dp d& 
(62) dw dv 
MPR ne 
Bea NOT 


Tous les déterminants de ce Tableau seront nuls quand on y rempla- 
cera F, ®, W par trois des fonctions @,, w,, 05, w,. 

Développons tous ces déterminants en négligeant d’abord la pre- 
miére colonne du Tableau, puis la seconde, etc., puis la dernière. 
Dérivons la première équation par rapport à x,, la seconde par rapport 
à æ,, etc., la dernière par rapport à x,, et ajoutons; les dérivées 
secondes des fonctions F, ®, W disparaissent et si dans l’équation 
obtenue on remplace 


dw 
dx 
par 
pee a top 
dx Ye tes 


en vertu des équations du Tableau (62), les termes en À et & dispa- 


78 DUPORT. 


raissent; le coefficient de v est alors 





Fe Foe 
AR Se eee à a 
boss Qu er Eee 
celui de p est 
Fo Fo 
Ms - Mores 


Or, pour les valeurs de F et ® égales à w, et w,, par exemple, on 
peut remplacer W par w, et w,; on en déduit que les coefficients de y 
et 9 doivent être nuls. Ces coefficients s’écrivent [vozr les équa- 


i 


tions (27 )] 


f dF dF dF dF dF \ d® 
(Less Lis a Lis Lisg as ge) de 
(63) OC to cu CC Hd 0 nn 0 
dF dF dF dF dF \ d& 
(Line + Lega ax, Lu 7 + Lis bor 6123 tr / des — 
el 
| dF dF dF dF dF \ d& 
| (Moss goo + Mansi ge + Musing Monge + Misano) ge 
* = se 0e 0 so plose sis» 50 ce else oo elle coco» Lee ele sila (selielnine Alo) see 0) ses ehelaciate 
dF dF dF dF dF \ db 
LES (Miss. di, it Masse gm. + Mi PEt U Myers dx, ir Mis =) de = 


Cela posé, je dis que, si ces équations en ® ont pour une valeur de F 
quatre solutions communes w,, &,, 3, w,, ces fonctions satisfont a la 
question. Pour cela, désignons par A,, A,, ..., A, les coefficients de 


d® d® 2 2 LES ! ! ! Si 
PR ae dans l’équation (63); par A‘, Aj, ..., A, les coefficients de 
d® dm 


sr . » roue a. 4 
AN re dans l’équation (64). On vérifie sans peine que l’on a, 


quel que soit F, 
a,A,+...+a,A,=—o0, 


BA, EPP Ny Os 
a, A, +...+a,A,=0, 
b, A’ +... + aya Saint 
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Les équations 





r do, dv), 
X,=—+...+X,— =0 

ax, dz, 

N dw, r dws 
y RE me à We #0) 

Lam che 

r dws 7 dw, 
Ay ee AN oe =O 

ax, dre 

r dw, r dw, 
X,5— +...+X,7=—-=0 

lay hare 


X @, +... + Ay a, =O 


sont satisfaites pour les valeurs A,, ..., A,, A,,..., A, données aux 
quantités X,, ..., X,; si ces valeurs sont distinctes, c’est-à-dire si l'on 
nest pas dans des cas particuliers étudiés, les équations précédentes se 
réduisent à quatre et tous les déterminants du Tableau 


dw, dw, 
dx, Ax, 








dw, dw, 


ax, az, 








ie ere TE a 


sont nuls, ce qui démontre la proposition. 
Cela posé, considérons l'équation 


dF dF 
ay ees oD B— =o. 
dx dx 


On en tirera 











I LW» los 
US ST sn au à des 

65 az a dx, _ dx 
(65) dw, B day B do & B dw, 
Vinita dager da, 8" de, 


Je dis que cette équation est une combinaison des équations (63 ) 
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et (64). En effet, écrivons les deux équations 


dF dF 
Aug as Age , 

dF dE 
Bie +...+ B, tn ae 


_ 


ate 


2 





Si l’on forme les combinaisons où manquent successivement 


dF dF | 
FER 9 29%) ae » ce sont 
LX Xs 


BY 


dF dF 
(A,B, — ABO aS ASO 0 Sa GA, Bs == ABs) a, ==); 


dF dF 
(BA; — AB) +...+ (BA — A.B,) 5, = 0. 


Or ces équations sont encore 


D'où il suit bien que les rapports 


A, BASE: 
À Los SET UM; 


auront tous la même valeur et que par suite l’équation (65) est bien la 
combinaison obtenue en multipliant (63) par A, (64) par & et 
en retranchant. 
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Sur l'instabilité de l'équilibre dans certains cas 


où la fonction de forces n'est pas un maximum ; 


Par M. A. LIAPOUNOFF. 


1. On sait que la position d'équilibre d’un système matériel est 
stable si, dans cette position, la fonction de forces est maximum. Quant 
aux positions d'équilibre pour lesquelles cette dernière condition n’est 
pas remplie, on les caractérise souvent comme instables, quoique leur 
instabilité n’ait jamais été démontrée d’une manière générale. Toute- 
fois, pour une classe assez étendue de cas, on peut la démontrer aisé- 
ment, comme je Vai fait voir dans mon Ouvrage intitulé Le problème 
général de la stabilité du mouvement (Kharkow, 1892), où j'a 
montré que, pour les cas ordinaires de la non-existence du maximum, 
la proposition de l'instabilité de l'équilibre n’est qu’un corollaire d’un 
théorème général sur lequel j'avais déjà appelé Pattention dans mon 
Mémoire Sur les mouvements permanents d’un corps solide dans un 
liquide (Communications de la Société mathématique de Kharkow, 
O° RETIP, tele 000): 

Dans cette Note, je me propose d'exposer mon analyse en tant qu’elle 
se rapporte au théorème de l'instabilité de l'équilibre; mais pour cela 
je suis obligé de reprendre quelques considérations générales. 
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2. Soit donné un système d'équations différentielles 


dx, ww dt, wv dln oy 
(es dt EN, ay = À) ? dl ni Ve 





X,, Xo, +s») X, étant des fonctions données des variablesæ,; x", 
fonctions que nous supposerons holomorphes, c’est-à-dire susceptibles 
d'être représentées par des séries entières en &;, tant que les modules 
de ces variables ne surpassent pas une certaine limite. Nous suppose- 
rons, de plus, que ces fonctions s’annulent toutes pour | 








Ly PP = NN 


el nous poserons 
A Pi: DX + Pis Le aia cate Pin®n i R; (2 —= I, 2, «+ rey, 


R; ne contenant, dans son développement, que des termes de la seconde 
dimension et des dimensions plus élevées. 

Les p;;, ainsi que les coefficients des développements des R;, seront 
supposés de constantes réelles. 

Toute solution des équations (1) sera définie par les valeurs initiales 
des variables a, , dut, @) que nous appellerons rides mes ees Uae 
problemes de Mécanique, nous ne considérerons ces solutions que pour 
des valeurs réelles de { supérieures à sa valeur initiale, pour laquelle 
nous prendrons la valeur zéro. 

Les équations (1) admettent toujours pour solution 


Ti, — O, Ly, — O, say Ty = O. 
Nous dirons que c’est une solution stable si, pour tout nombre 
positif 2, quelque petit qu'il soit, on peut assigner un autre nombre 


positif e, tel qu’on ait 


4 





mers l'A sey eae 


pour toutes les valeurs positives de £, dès qu'on prend pour @,, @y, .…., a, 
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des valeurs réelles quelconques satisfaisant aux inégalités 


Ale AVE 
ST) ste ba le 





| a ; 

Fa Cee Ze 

Si, au contraire, on peut assigner un nombre fixe / différent de zéro, 

tel que, si petit que soit le nombre positif¢, on puisse toujours trouver 
des valeurs réelles de a,, a., ..., a, satisfaisant aux inégalités 


| | is = en 
ial<é, [ds | << E RCE La << € 
et conduisant, pour une valeur positive de ¢, à une au moins des éga- 
lités de la forme 
la solution considérée sera dite instable. 
Cette définition posée, on aura la proposition suivante : 


Si, parmi les racines de l’équation algébrique 


he À Pie CEA Pin | 
mit | 

(2) Pei P22! Pan | Ln 
Pri Pre Pan A | 





(qui sera dite équation déterminante), #l y en a dont les parties réelles 
sotent positives, la solution 


Li, —= 0, Lo — O, sey Ty =O 


est instable. 


Cette proposition se déduit presque immédiatement de la considé- 
ration de certaines solutions des équations (1), solutions appartenant 
à l'espèce de celles qu'on appelle aujourd'hui, d’après M. Poincaré, 
solutions asymptotiques (' ). 





(') Sous certaines conditions, l'existence de ces solutions a été établie dans 
mon Mémoire Sur les mouvements permanents d'un corps solide dans un 
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Supposons que parmi les racines 
My, ho, AU) Dn 


de P’équation (2) il s'en trouve dont les parties réelles ne soient pas 
nulles. 
Soient 


(3) has Ao, sey ME 


k quelconques d’entre elles, ayant leurs parties réelles de même signe. 
Alors, en désignant par 


SEX doe Met rg Tee 


/ constantes arbitraires, on aura une solution des équations (1) qui, 
dans certaines limites, pourra être représentée par des séries ordonnées 
suivant les puissances entières et positives des quantités 

(4) QE PARC HET ae 

dont les coefficients ne dépendront pas des x; et seront, en général, des 
fonctions entières et rationnelles de ¢, ces séries ne contenant point de 
termes indépendants des quantités (4) et ayant pour termes du premier 
degré une solution des équations linéaires 


Bice’, dx; | : 
(9) de Div BiH Pin La +++ Pin®n QUES UE Pr 





Ces séries seront convergentes et représenteront une solution des 
équations (1) pour toutes les valeurs de ¢, qui ne surpassent pas une 
certaine limite dépendant des «;, si les parties réelles des racines (3) 
sont toutes positives. Elles le seront pour toutes les valeurs de { plus 





liquide. Je n’y ai pas cité la Thèse de M. Poincaré, où l’on trouve des considéra- 
tions conduisant à ces solutions, puisque je n’en avais pas encore connaissance 
à l’époque de la publication de mon Mémoire (1888), quoique cette Thèse fût 
publiée neuf années avant. 
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erandes qu’une certaine limite, si les parties réelles desdites racines 
sont toutes négatives. 

Le cas où les coefficients de pareilles séries peuvent être constants 
est particulièrement intéressant. 

Tel sera, par exemple, le cas où, les coefficients des termes du pre- 
mier degré étant constants, les racines (3) sont telles que lon ne 
trouve point de racines de l'équation (2) parmi les nombres de la 
forme | 

M + Maihotee + Mk 


qu'on obtient en donnant à 7m7,, m,, ..., m, toutes les valeurs entières 
positives ou nulles, satisfaisant à linégalité 


m,+ Mgt... +m, >I. 


Si Pon considère les séries correspondant a la supposition hk = 1, ces 
conditions pourront évidemment toujours étre remplies. Par exemple, 
dans le cas où l'équation (2) a des racines positives, il n’y aura qu’à 
prendre pour A, la plus grande de ces racines, en prenant pour les 
termes du premier degré la solution convenable des équations (5). 

Revenons maintenant à notre proposition. 

Supposons que l’équation (2) ait des racines positives et que A soit 
la plus grande de ces racines. 

D’après ce que nous venons de dire, les équations (1) admettront 
une solution de la forme 


HDi ee ), gaat cer). Pits esi fe (ae), 


où % est une constante arbitraire et où les seconds membres sont des 
séries procédant suivant les puissances croissantes de l’argument ae”, 
dont les coefficients sont des constantes indépendantes de «. 

Nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que tous ces coef- 
ficients soient des constantes réelles. 

in prenant pour @ une constante réelle que nous supposerons, pour 
fixer les idées, positive, nous aurons ainsi une solution réelle qui sera 
définie pour toutes les valeurs de {, satisfaisant à une certaine condi- 
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tion de la forme 
ae<h, 


} étant une constante positive, indépendante de «. 
Pour cette solution, les valeurs initiales des variables æ,, #5, ...,æ,, 
qui seront données par les équations 


eo ,(@i, GX fe 0) es Uni alae 


pourront être faites, par le choix de «, aussi petites, en valeurs absolues, 
qu'on voudra. Mais, quelque petites qu’elles soient, les variables x,, 


Lise 


., £, atteindront toujours, pour une valeur positive de £, 


los 
Line ONE 


(nous supposons «<< A), les valeurs 


f Chive ofihue ee aera) 


qui ne dépendent point de « et ne sont pas nulles toutes a la fois 
(puisque, dans le cas contraire, les fonctions /; seraient toutes identi- 
quement nulles ). 

En nous reportant à la définition donnée plus haut, nous devons 
donc conclure que la solution 


Xi, — O, Ty — O, … Ty = O 
est instable. 

Nous avons supposé que l’équation (2) ait des racines positives. Or, 
sil n’y avait pas de pareilles racines, on prendrait une paire de racines 
imaginaires conjuguées a parties réelles positives et l’on démontrerait 
le théorème par des considérations analogues. Mais nous ne nous y 
arréterons pas, puisqu’une pareille circonstance ne pourra avoir lieu 
dans le cas que nous avons en vue. 


5. Considérons maintenant un système matériel, assujetti a des 
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liaisons indépendantes du temps {, et supposons que ce système se 
trouve sous l'influence des forces, dérivant d’une fonction de forces U 
ne contenant explicitement que les coordonnées. 

En supposant que notre système comporte un nombre fini # de de- 
grés de liberté, nous exprimerons toutes les coordonnées au moyen 
des variables indépendantes réelles 


Yiy Yay es, nm 


que nous choisirons de manière à s’annuler dans une certaine posi- 
tion d'équilibre du système, et nous supposerons que la fonction U, 
ainsi que la force vive du système, étant exprimées au moyen de ces 
variables, en deviennent des fonctions holomorphes. Nous suppose- 
eo ea ius que la force vive, POUL 7 == 0e. ..— 9,0, resié une 
forme quadratique définie des dérivées 9\, gs, ..., qu. 

Dans ces suppositions, les équations différentielles du mouvement, 








qui définissent les variables 


! dq, ' dq» F dq n 
Ji; J>; ss...) ns CAN PT Ja rl 9 LT 


en fonctions de {, seront susceptibles d’être ramenées à la forme des 
équations (1). 

Nous pourrons donc nous servir du théorème qui vient d’être établi, 
et si on pose 


DT BU, + Us. 


U,, désignant, d’une manière générale, une forme de degré m par 
rapport aux variables g,, gs, «++, Jn» Ce théorème nous conduira à la 
conclusion suivante : 

Si, dans la position d'équilibre, définie par les équations 


Ji — 9; 350; Tore Gn = O5 


la fonction de forces n’est pas un maximum et que cela se manifeste 
par celte circonstance que la forme quadratique UL, puisse devenir 
positive, c’est une position d'équilibre instable. 

En effet, par la théorie des petites oscillations, on sait qu’à la con- 
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dition indiquée l’équation déterminante admet toujours au moins 
une racine positive. 
On doit donc conclure que la solution 


9.05 NEO: er TE 
Giz 0; To — 0; ra En a 
des équations différentielles du mouvement est instable. 
Or, cela revient a dire que la position d'équilibre considérée est 
instable, et l’on peut mème ajouter que cette instabilité a déjà lieu 
par rapport aux variables 


Jus es ++. ns 


c'est-à-dire qu’elle se reconnaît déjà par les valeurs que peuvent prendre 
ces variables. On s’en assure aisément, en ayant égard à l’équation 
des forces vives, qui fait voir que l'instabilité ne peut exister par rap- 
port aux vitesses, si elle n’a point lieu par rapport aux coordonnées. 


4, Dans mon Ouvrage cité plus haut, j'ai proposé encore une autre 
méthode pour traiter les questions de stabilité. 

Cette méthode, à laquelle j’ai été conduit par l'étude du Mémoire 
important de M. Poincaré Sur les courbes définies par les équations 
différentielles, consiste dans la recherche de certaines fonctions des 
variables 

AN SC MT ETS 


dont les dérivées totales, prises par rapport à { en vertu des équa- 
tions (1), jouissent de certaines propriétés. 

La méthode repose sur quelques propositions générales, dont je ne 
citerai ici que les plus simples, en me restreignant d’ailleurs à celles 
qui se rapportent aux conditions de l’instabilité. 

Dans ce qui suit, }’entendrai par V une fonction réelle des variables 
réelles 

CC eee 


uniforme et continue, ainsi que ses dérivées partielles de premier 
ordre, tant que les x; ne surpassent pas, en valeurs absolues, une cer- 
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taine limite, et je supposerai que cette fonction s annule pour 


Pour abréger le langage, je dirai qu'une pareille fonction est de 
signe invariable, si elle ne change pas de signe pour les valeurs des :r, 
satisfaisant aux conditions 


LR Cul, Seer RARES 











/étant une constante positive suffisamment petite. Si, de plus, cette 
fonction ne peut s’annuler, à ces conditions, que pour 


je dirai, comme dans la théorie des formes, que c'est une fonction 
dé finie. 
Cela posé, on aura la proposition suivante : 


Si l’on peut trouver une fonction V dont la dérivée totale par rap- 
port al 
OV 


X,+...+—X,-V 


adv ONS OV 
X, + 95, Xe ire 


anew Or, ra 
soit une fonction définie, la fonction V étant telle que, par le choix 


convenable des x;, quelque petites que soient leurs valeurs abso- 
lues, on puisse satisfaire à Vinégalité 


WAV = 0, 


la solution 


des Equations (1) est instable. 


En effet, en supposant, pour fixer les idées, que la fonction V’ soit 
positive, nous aurons 
Na = 0 


Journ, de Math. (5* série), tome IIL. — Fasc. I, 1897. 12 
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pour toutes les valeurs des a; qui, n'étant pas nulles toutes à la fois, 
satisfont à certaines conditions de la forme 


(6) LME CARTE pe Fe SUR 





/étant un nombre positif suffisamment petit. 

En supposant donc que les valeurs initiales des x, satisfont à ces 
conditions, et en désignant par V, la valeur initiale de la fonction V, 
nous aurons 


(7) AV 


nour les valeurs positives de /, tant que les conditions (6) seront 
2 4 
remplies. 
Par hypothèse, on pourra d’ailleurs toujours satisfaire à l'inégalité 


V0. 


quelque petits que soient @,, dy, ..., a, en valeurs absolues. 

Or, si l’on a V, > 0, et que l’on considère toutes les valeurs des x; 
satisfaisant aux conditions (6) et (7), la fonction V’, qui est défimie, 
ne pourra devenir inférieure à un nombre positif w. 

Nous aurons donc V’2u., et par suite 


V> V,+ut 


pour les valeurs positives de ¢, tant que les conditions (6) seront 
remplies. | 

Mais on voit que cela ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs posi- 
tives de {, puisque, sous les conditions (6), / étant assez petit, la fonc- 
tion V a une limite supérieure. On doit donc conclure qu'il y aura une 
valeur positive de ¢, pour laquelle une au moins des égalités 


PAL 


sera remplie, et cela quelque petits que soient @,, &,, ..., a, en valeurs 
absolues, pourvu qu'ils satisfassent à l'inégalité V, > 0. 
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Notre proposition est ainsi démontrée. 
Nous citerons encore la proposition suivante, qu'on démontrera par 
des raisonnements analogues : 


Si Von peut trouver une fonction V dont la dérivée totale par 
rapport à t salisfasse à une égalité de la forme 


adV T T 
= AV HW, 


où hk est une constante positive et W une fonction de signe invariable, 
la fonction V étant susceptible de recevoir le signe de W, quelque 
petits que soient les x; en valeurs absolues, la solution 


LEO, Oe eee de — 0 
est instable. 


5. Pour appliquer la méthode que nous venons d'indiquer à la 
démonstration de la proposition du n° 2, on considérera une forme 
quadratique V satisfaisant à l'équation 


= av PERS 
3 (Pir Li + PioLa +--+ PinEn Te ae AV+U, 


tsi 


A étant une constante positive et U une forme quadratique donnée, 
qu'on supposera définie positive. 

On s’assure aisément que la fonction V pourra toujours être déter- 
minée de cette manière, pourvu que À ne soit pas de la forme 

À;+ À,, 
}; et À; étant des racines quelconques de l'équation (2). 

En le supposant, plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse que cette 
équation ait des racines à parties réelles positives, et supposons que À 
soit assez petit pour que, parmi les nombres de la forme A; — A, il s’en 
trouve dont les parties réelles soient positives. 

On démontre aisément qu'à cette condition la forme V sera sus- 
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ceptible de recevoir des valeurs positives, et comme, en vertu des équa- 
lions (1), ona 
dV ae 2%. 
dt : 
où 
n 
Va ot OV 
W=U+ DR > 
TN 
est une fonction définie positive, on se trouvera dans les conditions de 
la seconde proposition du numéro précédent. 
On arrive ainsi à la conclusion que la solution 


Co; yeas, RR LEO 


est instable. 


6. Dans le Mémoire Le problème général de la stabilité du mou- 
vement, on trouvera beaucoup d’autres applications de la méthode 
précédente. Ici nous n’en citerons encore qu’une seule, qui se rapporte 
aux conditions de Vinstabilité de l'équilibre. 

En nous plaçant dans les suppositions du n° 5, nous aurons, pour 
la demi-force vive du système, une expression de la forme 


Dés TRE 


où T, désigne une forme quadratique définie positive des quantités 


/ 1 ‘ a os \ 
is Joy ++ +s J, à coefficients constants et 


T, => DY Qi; 


7=1 js 


les Q;; étant des fonctions holomorphes des variables g,, 92, ..., Yn: 
s’annulant pour | 


A UE 
Cela posé, considérons la fonction 


ie cok OT OT 
= 21 Ogt 57 SH oa OS qn og, 


1 
1 
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Les équations différentielles du mouvement étant 


dat _ or | ou RENE 
dt 04: “a dqi Ogi (1 = 1,2, ---, 1), 
on aura 


dv 


rm : OT, £ 
err. Raed sores, Te - | 
= = 21 tir AU 325 DES U. +. 


21 


à : ; TUE eos À Faroe À 
De la on voit que, la forme U, étant définie positive, la dérivée ane 
(4 


comme fonction des variables 


VAE da) a eh) Ins VAE Pa) CPO) Jus 
le sera aussi, et plus généralement, si l’on a 
Lao, eo) AE Ue os 


quels que soient g,, Jo, «+++ Yay Uan étant une forme définie positive, 


Nees hee 01 a raat ert 
la dérivée “7p Sera une fonction définie positive. 
€ 
Comme la fonction V peut devenir positive, on en conclut, en se 
reportant a la première proposition du n° 4, que, les conditions ci- 
dessus étant remplies, la position d’équilibre 


Ta 0) {> — 0, .….. In — O 


est instable. 


7. En résumé, le théorème de l’instabilité de l'équilibre se trouve 
ainsi démontré pour les deux cas suivants : 

1° La non-existence du maximum de la fonction de forces se recon- 
nait par les termes du second ordre, sans qu'il soit nécessaire de consi- 
dérer les termes des ordres plus élevés; 

2° La fonction de forces, dans la position d'équilibre considérée, est 
minimum, et ce minimum se reconnait par les termes de l’ordre le 
moins élevé qu'on puisse trouver dans le développement de cette 
fonction. 
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On voit que le premier de ces cas est celui qui se présente le plus 
souvent dans les applications. 

En employant convenablement la méthode indiquée, on pourra sans 
doute démontrer le théorème encore pour d’autres cas de la non-exis- 
tence du maximum. Mais pourra-t-on le démontrer en général? 


TT —-—~SS OG a — 
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Les recherches de Gauss dans la théorie des fonctions 


elliptiques ; 


Par M. P. GUNTHER ('). 


Mémoire présenté par M. H. WEBER à la Société royale des Sciences de Géttingue, 
en avril 1894. 


Traduit par M. L. LAUGEL. 


Dans la première des lettres où Jacobi (?) communique sa nouvelle 
théorie des fonctions elliptiques au vénérable maitre Legendre, il dit 
entre autres choses avoir appris que Gauss, dès l’année 1808, était en 





(1) Voir la Notice a la fin du Mémoire. 

(?) La collection de ces lettres de Jacobi et Legendre se trouve dans le Bulletin 
de M. Darboux, 1"° série, t. VIII et IX, 1875. Consulter un intéressant article de 
M. Jules Tannery, rendant compte de l’'Ouvrage de M. Keenigsberger, Historique 
des fonctions elliptiques de 1826 à 1829 (Bulletin de M. Darboux, 2° série, 
t. LL, 1879). Dans le même Recueil l’on trouvera encore, 2° série, t. IX, 1885, 
un article de M. Bertrand rendant compte du Livre de M. Bjerknes, Viels Henrik 
Abel..., où l’éminent géomètre nous dit le dernier mot qui trancherait la ques- 
tion, même si l’on n’avait jamais retrouvé les cahiers de Gauss: « .,. il fallait le 
croire, puisque Gauss l’affirmait. Par l'élévation du caractère comme par la 
puissance du génie, il était le plus grand de tous. » Dans ces derniers temps, 
M. Th. Pepin a publié une Introduction à la théorie des fonctions elliptiques 
d’après les Œuvres de Gauss (Rom. Acc. R. d. N. Lincei, t. IX, 2° fasc., 
p- 1-129; 1893), qui est en quelque sorte la réalisation de l'intention de Günther. 
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possession d’une partie des résultats publiés par lui Jacobi en 1527. 
Legendre met ceci en doute, même après une deuxième affirmation de 
Jacobi et, emporté par son animosité contre Gauss, ilse livre contre lui 
à des attaques très dures; il tient pour incroyable que quelqu'un ait pu 
faire des découvertes d’une telle importance sans avoir songé à les 
publier. 

Mais il doit être clair pour quiconque s’est occupé en détail de la 
nouvelle théorie, que Gauss, en effet, avait obtenu depuis bien des 
années une connaissance profonde de la théorie des fonctions ellip- 
tiques, et cette remarque dans la Section VIT des Disquisitiones 
Arithmeticæ, que le principe sur lequel repose la division de la cir- 
conférence en parties égales est applicable aussi à la lemniscate, et 
depuis le premier grand Mémoire d’ Abel à des questions plus générales 
encore, est, pour citer les paroles de Dirichlet dans son Æloge de 
Jacobi « un témoignage irrécusable que, devançant de beaucoup son 
époque, Gauss, dès le commencement du siècle, avait reconnu le prin- 
cipe de la double périodicité ». 

Gauss, il est vrai, ne s’est jamais décidé à publier im extenso ses 
vastes recherches sur les fonctions elliptiques; ce n’est qu’en deux 
occasions qu'il a communiqué des résultats isolés appartenant à ce 
domaine : une fois en 1808, dans le Mémoire Summatio quarumdam 
serierum singularium, et d’ailleurs sans indiquer que les séries et 
produits étudiés ici appartiennent à la théorie des fonctions elliptiques; 
puis (1818) dans le Travail Determinatio attractionis quam in punc- 
lum quodvis positionis date exerceret planeta..., où est exposée la 
transformation, dite de Gauss, du second degré et son application a 
l'évaluation des intégrales elliptiques de première et seconde espèces. 

Abstraction faite de ces recherches, nous ne possédons de travaux de 
Gauss sur les fonctions elliptiques que dans son œuvre posthume et 
pour la plupart sous forme de formules sans texte, de sorte que le plus 
souvent nous sommes réduits à conjecturer la marche des déductions. 

Nous devons, sans aucun doute, regarder comme étantles premières 
recherches sur ces sujets celles qui ont trait à la moyenne arithmético- 
géométrique. D’après une assertion de Gauss citée par M. Schering, 
dès 1794, c'est-à-dire à l’âge de 17 ans, il connaissait les rapports entre 
la moyenne arithmético-géométrique et les séries de puissances dont 
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les exposants sont les nombres carrés; en d’autres termes le dévelop- 
pement de l'intégrale complète de première espèce K suivant les puis- 
sances de la grandeur g qui se présente dans les fonctions 5 corres- 
pondantes. 

On sait que l'algorithme de la moyenne arithmético-géométrique 
est en corrélation des plus intimes avec la transformation du second 
degré des fonctions elliptiques, en ce sens que cet algorithme permet 
de déterminer la chaine des modules correspondants; en effet, le com- 
plément du second module de la chaine est égal au quotient des 
moyennes arithmétique et géométrique entre x et le complément du 
premier module. Celui qui découvrit le premier cette transformation, 
Landen, et qui la publia en 1775, n’avait pas d’ailleurs indiqué l’algo- 
rithme sous la forme connue; celle-ci est due à Lagrange qui, en 1784, 
indépendamment de Landen, paraît-il, découvrit de nouveau cette 
transformation. Chez lui on trouve l'algorithme exposé tout à fait 
explicitement, ainsi que son application à la détermination de la chaine 
des modules. 

Jusqu’aujourd’hui, dans les exposés de l’historique des fonctions 
elliptiques, l’on n'a encore jamais attiré l'attention sur le fait que 
Gauss a établi l'algorithme de la moyenne arithmético-géométrique 
en corrélation avec un autre (') qui se transforme à l’aide d’une sub- 
stitution trigonométrique (?) très simple, qui se trouve aussi chez 
Gauss, en celui de la transformation de Landen. Maintenant si l’on ne 
veut pas admettre que Gauss ait tout simplement pris celte transfor- 
mation à Landen ou Lagrange, ou encore dans le Travail de Legendre 
publié plus tard par ce dernier en 1786, dans les Mémoires de l Aca- 
démie de Paris, nous ne sommes plus en présence, semble-t-il, que de 
deux cas possibles : ou bien Gauss de son côté a découvert la transfor- 
mation, sous la même forme que Landen et Lagrange, en étudiant l’in- 
tégrale, puis pour des raisons pratiques l’a transformé en Valgorithme, 
ou bien il a d’abord découvert Valgorithme de la moyenne arithmé- 





(*) P. 387. Ce chiffre, comme ceux de toutes les notes suivantes, désigne la page 
dont il s’agit du tome IIT des Œuvres de Gauss. 


(7) P. 388, milieu et fin. V, 2V’,... sont les amplitudes directes d’une chaine de 
transformations de Landen. 
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lico-géométrique et, par une heureuse généralisation, a passé de celui-ci 
au second algorithme d’une manière analogue à celle par laquelle des 
formes quadratiques on arrive aux formes bilinéaires; en effet, c’est à 
peu pres ainsi que se comportent vis-a-vis les unes des autres les équa- 
tions des deux algorithmes ('). Dans cette dernière hypothèse alors le 
rapportavec les intégrales elliptiques eût été une conséquence dérivée 
secondairement des lois de l'algorithme. 

Distinguer avec certitude entre ces trois cas possibles est un choix 
assez difficile à faire, mais on doit surtout avoir ceci présent à l'esprit : 
la signification de la transformation elle-même ne vient qu'après celle 
des conséquences que Gauss a su tirer des deux algorithmes qui y sont 
réunis, et si sur ce point on peut peut-être lui refuser d’avoir fait la 
découverte indépendamment, néanmoins la gloire d’avoir découvert 
les fonctions elliptiques trente ans avant A bel et Jacobi lui reste intacte 
pour tout temps. 

Les conséquences en question, comme je l’ai déjà indiqué, reposent 
sur l'algorithme de la moyenne arithmético-géométrique. Celui-ci 
détermine une série infinie de paires de quantités a, b par cette con- 
dition que chaque a soit la moyenne arithmétique et chaque b la 
moyenne géométrique entre les quantités de la paire précédente. La 
limite commune vers laquelle convergent les deux series des a et des b 
est dite alors la moyenne arithmético-géomeétrique entre les quantités 
de la premicre paire et naturellement aussi de chaque paire suivante. 


3 q rey Q . ' , b 
D'après une remarque déjà faite, il résulte que tous les quotients = 


peuvent être regardés comme les modules complémentaires 4’ d’une 
chaine de transformations de Landen. Si l’on désigne maintenant les 


A c . . ; 5 : 
modules mêmes correspondants k par — l’on aura ainsi défini une troi- 


sième série infinie de quantités c qui possède avec les deux premières 
séries une relation facile à reconnaître. On est aussi conduit à considé- 
rer en même temps les deux modules compléments l’un de l’autre 
lorsque, comme le fait Gauss dans un travail posthume (?) de 





(') C’est M. Weierstrass qui m'a indiqué ce point de vue. 
(2) P. 361-371, en particulier n° 7 et 8. 
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l’année 1800, l'on établit la corrélation de l'algorithme et des intégrales 
elliptiques indépendamment de la transformation de Landen. On 
obtient notamment pour la valeur réciproque de la moyenne arithmé- 
tico-géométrique entre 1 et k, un développement en série hypergéo- 
métrique suivant les puissances de hk’ qui, d’une part, nous conduit à 
l'équation linéaire du second ordre bien connue, et d’autre part nous 


7 1 
K’, 


et, de même, que la valeur réciproque de la moyenne arithmético- 


11R 


ermet de reconnaître que cette valeur est égale à la grandeur 
P | 5 


© 


’ ' . ’ \ 2 7 
géométrique entre 1 et A’ est égale à =K. 


T 
Par suite, dans l’algorithme homogène des quantités a, b, c, le 
quotient de la moyenne arithmético-géométrique entre a et b divisée 


; , K' I on. 
par celle entre a et c sera égal à la grandeur = ou — -logg ou = où 
© © K x © l 


l’on a posé g = ce”. Le développement en série que donne Gauss (') 
pour cette grandeur # fournit directement cette représentation connue 
de g comme produit infini a l’aide des modules d’une chaine de trans- 
formations du second ordre obtenue par Jacobi (?) dans les Funda- 
menta nova et dans le Mémoire Sur les formules les plus commodes 
pour l’évaluation numérique des fonctions elliptiques. 

La pensée qui est à l’origine des déductions de Gauss est maintenant 
la suivante : toutes les quantités a, b, c, qui se présentent dans lPalgo- 
rithme, dépendent de deux variables; l’on prend d’abord les quantités 

b de la première paire, puis les deux moyennes entre & et bd 
d’une part, entre a et c d’autre part, ou plutôt on prend la première 
moyenne pv. et le quotient des deux moyennes, c’est-à-dire la gran- 


whe 


. a OF ey) 
deur ou encore g. Les quotients =; =; = dépendent seulement de « 
\ \ 


\ 


et sont étudiées (*) par Gauss comme fonctions de cette grandeur. Ce 
ne sont pas autre chose que les carrés des trois fonctions 2, 5,, 5» 





') Page 377, troisième équation à partir d’en haut. 


( 
(5 JAcoBr, CB ueressv. 1; px 208, 351. 
(*) Dans ses recherches sur la moyenne arithmético-géométrique. Gauss dé- 
signe notre notation g habituelle par y; et ainsi 


P(Y)=%3(0; w),  g(y)=F(9,"), rly) = F2(0, ). 
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pour la valeur zéro du premier argument, de sorte que la relation qui 
a lieu entre a, b, c ne représente évidemment pas autre chose que la 
célèbre équation entre les quatrièmes puissances de ces trois con- 
stantes 5. Maintenant, l'algorithme de la moyenne arithmético-géo- 
métrique se révèle comme identique à celui qui exprime les trois 
fonctions & paires aux arguments 0, 2 à l’aide de celles d'arguments 
0, , par conséquent aussi, comme identique à la PES at du 
second ordre des fonctions S pour la valeur zéro du premier argument. 

Les lois de l’algorithme suffisent maintenant pour établir ick prin- 
cipales propriétés de ces nouvelles transcendantes, comme les appelle 
Gauss, et avant tout leur représentation a Vaide de ces merveilleux 
développements en série suivant les puissances de g dont les exposants 
sont les carrés des nombres ('). Ces LCP ae en serie four- 
nissent les formules de transformation des constantes 5 pour le chan- 
gement de g en — g ou de w en w+1 (?), tandis que l’on obtient 


5 


' . : I 
les équations fonctionnelles pour le changement de æ en— (*) en 


observant que lorsque l’on échange les modules, compléments lun 


kK’ 
de l’autre, k et k’, le quotient + - prend comme valeur sa réciproque. 


le 


Ici se trouve l’origine de la An linéaire des fonctions 3. 
Gauss distingue d’ailleurs encore explicitement les six cas que l’on 
sait (*). A l’endroit cité se trouve une indication assez obscure sur 
la corrélation entre les nouvelles transcendantes et les formes quadra- 
tiques à déterminant négatif, allusion sur laquelle, longtemps après, 
les recherches de M. Kenda ont porté le jour le plus clair. 

On trouve (*) encore, dans ces notations, l’équation différentielle 
bien connue du troisiéme ordre, traitée plus tard par Jacobi, qui est 
vérifiée par chacune de ces trois séries 5 comme fonction de gq. Elle 
est établie ici à l’aide des relations différentielles entre les termes de 
l'algorithme. 





Page 383. 
age 386, au haut de la page. 
age 385, au bas de la page. Page 386, au haut de la page. 
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Telles sont, indiquées rapidement, car l’on ne peut guère en cette 
occasion entrer dans les détails ('), les conséquences essentielles tirées 
par Gauss de l'algorithme de la moyenne arithmético-géométrique. 
Le principe fondamental, j’y insiste encore, est la considération des 
éléments de l'algorithme, non dans leur dépendance avec Les premiers 
termes de l'algorithme, mais au contraire avec les valeurs limites de 
ce dernier; ainsi sont obtenues par Gauss les trois fonctions $ pour la 
valeur o du premier argument, qui, par conséquent, ne sont fonctions 
que d’un seul argument ww. 

Le méme principe appliqué au second algorithme déja cité, qui 
n'est pas autre chose que la transformation de Landen, conduit Gauss 
à la découverte des fonctions elliptiques générales qui dépendent de 
deux arguments a, w. 

Dans cette transformation de Landen la chaine des modules est 
déterminée de la manière indiquée précédemment à l’aide de Valgo- 
rithme de la moyenne arithmético-géométrique; la série des ampli- 


tudes 9, 9,, 92, ... jouit de cette propriété que les quantités 9, +; 
Os | : wa, ; ; Pen aes 
+> +++ tendent vers une limite déterminée x, qui est égale à linté- 
4 


Leow, ; fare T Prete 
grale elliptique donnée, multipliée par —-; cette grandeur +, ainsi que 
2K 


la grandeur w relative à la chaîne des modules, sont les deux valeurs 
limites que nous devons considérer dans !’algorithme de la transfor- 
mation. L’algorithme lui-même consiste en ceci : c’est que les sinus 
et cosinus de la seconde amplitude ainsi que la quantité que l’on dé- 
signe habituellement par A pour la seconde amplitude et pour le 
second module s'expriment rationnellement d’une manière simple a 
l’aide des trois quantités correspondantes pour la première amplitude 
et le premier module de la chaîne. Maintenant, si l’on considère la 
dépendance des éléments de cet algorithme, non directement des 
valeurs limites, mais en employant le principe déjà indiqué pour 
l'algorithme de la moyenne arithmético-géométrique d’après lequel 
on rend les équations homogènes en exprimant les trois grandeurs 











(1) C'est-à-dire dans cette occasion où Günther parlait devant la Faculté de 
Philosophie de l'Université de Berlin. PAR Bs 
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sin?, cos? et A? pour chaque terme de la chaine de transformations par 
les quotients de quatre nouvelles quantités «, 8, y, à, c’est-à-dire par 
BAT TR + 
A’ B’ BS 
qui d’ailleurs se transforme en celui de la moyenne arithmético-géo- 
métrique, pourvu que l’on égale à zéro les quantités à, ..., c’est- 
à-dire les amplitudes, puisqu’alors «, 6, y deviennent identiques aux 
quantités précédemment désignées par a, b, c. 

L’algorithme de Gauss fournit maintenant une représentation des 
quatre quantités «, 8, y, à, abstraction faite d’un facteur commun 
sans importance, sous forme de produits infinis dont les facteurs dé- 
pendent seulement des amplitudes et modules de la transformation de 
Landen (*), si l’on regarde ces produits comme dépendant, non des 
éléments initiaux ©, & de la transformation, mais des valeurs limites x 
et æ; alors lesdits produits ne sont pas autre chose que les carrés des 
quatre fonctions S et le nouvel algorithme se révèle comme étant cette 
transformation du second degré qui exprime les fonctions $ de 2x, 2 
par celles de æ et w, et ainsi de suite. Ces représentations des fonc- 
tions S par des produits à l’aide d’une chaîne de transformation de 
Landen coïncident complètement avec celles données par Jacobi dans 
les Fundamenta nova et dans le Mémoire déjà cité sur les calculs 


'); alors, dis-je, l’on arrive à l'algorithme donné par Gauss, 





(') Page 388. Comparer note (?), p. 97, du Mémoire actuel. 
(?) Ceci repose sur la troisième équation, p. 388 à partir d’en haut, d’après 


laquelle : peut être représentée à l’aide de la quantité que Gauss désigne par 


k tp M: : ; : a 
KR” multipliée par un produit infini où se présentent seulement les quotients ~ et 
nt 


B 


a. x he ' : 
5? il en est alors de méme des quantites restantes. Les equations sont, p. 394 en 
7 : 


haut, 
(tek PES CNRS EP OW ay amr pee) 


et, p. 395 en haut, 
CORAN 


Relativement, d’ailleurs, à l'exposé de la déduction des fonctions 3 par Gauss, 
je n’ai pas abordé la question de savoir si Gauss, ici, n’a eu à l'esprit que des 
arguments réels, car cette question ne pourra jamais être tranchée rigoureu- 
sement. 
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numériques ('); exemple frappant de la manière dont Gauss, avec 
son intuition merveilleuse des applications, considérait toujours avant 
tout la commodité pour les évaluations numériques. 

A l’aide d’artifices simples, notamment certains échanges entre les 
a, 8, y, © de l'algorithme, et la recherche des modifications correspon- 
dantes dans les valeurs limites, on peut maintenant obtenir les équa- 
tions fonctionnelles pour les fonctions 3, lorsque l’on augmente des 
périodes le premier argument (*). De la résultent, de la manière 
connue, les séries de Fourier, ou chez Gauss, les développements sui- 
vant les puissances de e?* et de g (*), dont cependant il n’étudie pas 
la convergence. L’on trouve ensuite, dans ces notations, l’¢quation aux 
dérivées partielles des quatre fonctions 3 (‘), et cet algorithme qui 
exprime (*) les fonctions aux arguments x, 247, à l’aide de celles aux 
arguments xv, #, en d’autres termes, la transformation du second 
degré dite de Gauss, telle qu'il Va publiée dans la Delerminatio 
altractionis ...; cet algorithme peut également, à l'aide d’un artifice 
simple, se tirer de celui de Landen. 

L’essentiel dans ces résultats est par conséquent ceci : 

Gauss, par l'algorithme de la transformation de Landen, qu'il ait 
trouvé lui-même indépendamment ou qu'il ait pris chez d’autres, est 
conduit à l’inversion de lintégrale elliptique de première espèce et 
trouve en même temps dans les lois de l'algorithme le moyen de 
pénétrer la nature des fonctions qui se présentent alors. Il reconnait 
que la limite supérieure z d’une telle intégrale et, de méme, que 
Vi— 37, V1— A?” peuvent être représentés comme des quotients 
dont les numérateurs et le dénominateur commun sont des fonctions 
de deux arguments, c’est-à-dire de l'intégrale x elle-même et de la 





(‘) Jacosi, Œuvres, t.1, p. 204 en haut; p. 357, milieu. Pour reconnaître la 
coïncidence l'on ne doit pas employer, comme le fait M. Schering au haut de 
la page 395, les U'™), mais, comme c’est déjà indiqué dans notre note (?), p. 97, 
du Mémoire actuel, les V‘”), 
(7) Page 396, en haut. 

(>) Page 399. 

(*) Page 393. 

(>) Page 306. 


Journ. de Math. (5° série), tome ITI. — Fasc. IT, 1897. 14 
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grandeur æ. Il expose les propriétés de ces quatre fonctions fonda- 
mentales pour la théorie et il en donne les expressions analytiques ; 
mais les démonstrations, au moins dans les manuscrits que nous avons, 
ne sont pas poussées jusqu'au bout. 

Dans ces cahiers de notes qui, vraisemblablement, datent des der- 
nières années du siècle précédent, Gauss se sert done d’une méthode 
qui n’a rien de commun avec les méthodes de ceux qui ont travaillé 
plus tard à cette théorie. Mais ceci n’est pas resté pour lui l'unique 
accès aux fonctions elliptiques. 

Nous avons aussi des notes datant de l’année 1799, sous le titre : 


NN L ARE : : du ‘ 
Varia, imprimis de integral | ———— 
Vit p?sin2u 





Ici Gauss, entre autres choses, donne le développement en série de 
Fourier de sinam, ainsi que des fonctions $,, $,, dont le quotient re- 
présente cette fonction, ensuite les produits infinis pour 3,, 5,, le tout 
sous la même forme qu'Abel et Jacobi, bien que dans d’autres nota- 
tions. Les formules se suivent sans aucun texte qui les relie, et il serait 
très difficile de pouvoir se former une opinion sur la manière dont 
Gauss a pu obtenir ces résultats, si lui-même n’avait expressément 
remarqué dans ses Lettres a Bessel et à Crelle, qu’Abel dans ses re- 
cherches (1827) avait « enfilé précisément la même route dont il 
(Gauss) était sorti en 1798 », époque par conséquent où les recherches 
de Gauss dont il s’agitici étaient déjà pour la plus grande partie termi- 
nées, puisque la remarque susdite ne peut être relative à d’autres 
Notes sur la Théorie générale. Nous aurions donc à supposer que 
Gauss, après avoir été amené, par les considérations que nous avons 
exposées, à la conception de l’inversion, aurait presque aussitôt re- 
connu l'importance extrême du théorème d’Euler pour les nouvelles 
transcendantes et se serait efforcé de l’employer, pour édifier la 
théorie, de la même manière que le fit plus tard Abel. 

Et le fait que Gauss ne fait allusion en aucun endroit au théorème 
d’addition pour les fonctions elliptiques générales n’est d'aucun poids, 
en présence des communications faites à Crelle et Bessel. Du reste, 





(1) P. 443 et suiv., où SWw — Sy —sinam(s,ut); et où à peu de chose près 


e 
oleae SCD Sine 
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dans les papiers laissés par Gauss, l’on ne trouve non plus aucune trace 
de maintes recherches que Gauss a, sans aucun doute, menées à bonne 
fin et qu'il a communiquées à d’autres. A ce propos, je rappellerai 
seulement ses recherches sur les intégrales de fonctions d’une variable 
complexe, au sujet desquelles il a fait de si intéressantes communica- 
tions à Bessel dans sa correspondance, et encore la théorie générale 
de la division de la lemniscate à laquelle il fait allusion dans l’endroit 
déjà cité des Disquisitiones Arithmetice. 

Dans ces recherches de l’an 1789, nous avons donc un traitement 
de la théorie complètement différent de celui que nous avons indiqué 
au commencement de cet article. Gauss d’ailleurs a, semble-t-il, fait 
usage de la même méthode dans son étude des fonctions lemnisca- 
tiques ('), sujet dont il commence l'étude en 1797, comme l'indique 
une note de sa main; et cette circonstance est bien propre à servir 
d'appui à l'opinion que nous avons tout à l’heure énoncée. 

Gauss commence la théorie des fonctions lemniscatiques, après la 
définition des fonctions sin lemn, cos lemn, en exposant le théorème 
de l’addition, dont sont ensuite tirées les premières formules de la 
multiplication. Ensuite (?) vient la détermination de ces fonctions 
comme quotients de séries de puissances, qu'il affirme expressément 
ètre toujours convergentes. Ces fonctions sont précisément, particu- 
larisées dans le cas en question, les fonctions A/ de M. Weierstrass. 
Ces fonctions sont aussi représentées par Gauss (*), comme produits 
simplement infinis, sous la forme trigonométrique connue qui met en 
évidence les zéros, et a ce propos il ajoute cette remarque : « Id quod 
rigorose demonstrare possumus. » Relativement à ceci, nous n’avons 
pas besoin de supposer, comme il a été déjà fait (*), que Gauss possé- 
dait déjà les théorèmes généraux sur la représentation des fonctions 
uniformes par des produits infinis; cette remarque a trait, semble-t-il, 
plutôt à la démonstration de l'identité des séries trigonométriqués, 
trouvées pour les fonctions 5, et des produits. 








(OP Mo etsury. 
(2?) P. 405, bas ; 406, haut de la page. 
(5) P. 4t5 et suiv. 


(*) KoENIGSBERGER, Historique des fonctions elliptiques, de 1826 à 1829. 
Teubner. 
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Gauss donne ensuite en cet endroit les développements de Fourier 
pour les numérateurs et dénominateurs de sin lemn et cos lemn, ainsi 
que pour ces dernières fonctions ('), et encore la décomposition de ces 
dernières en éléments simples (Partialbriiche) (?). Enfin l’on trouve 
encore un nombre de formules pour la multiplication complexe (*) 
(déduites du théorème d’addition), puis des développements en série 
et en produits pour les périodes (*) et des formules pour la quintisec- 
lion (°), obtenues au moyen de la moyenne arithmético-géométrique, 
formules qui sont certainement en rapport avec la théorie générale de 
la division à laquelle Gauss fait allusion dans les Disquisitiones. 

Mais Gauss ne s’est pas contenté de pénétrer profondément dans la 
théorie des fonctions elliptiques à l’aide des deux méthodes par les- 
quelles il était arrivé aux résultats que nous avons cités jusqu'ici. Il 
avail représenté ses nouvelles transcendantes, les fonctions 3, d’une 
part comme séries infinies, d'autre part comme produits infinis, et la 
corrélation remarquable ainsi obtenue entre ces expressions analy- 
tiques de nature diverse l’engagea à chercher une démonstration 
directe des équations en question et à établir sur ces principes une 
théorie de ses fonctions; il n’a du reste pas mené jusqu à terme ce 
dernier point. 

Gauss, dans les recherches de 1798, que nous avons indiquées, 
éprouve déjà le besoin d’une démonstration directe pour les identités 
qui ont lieu entre ces séries et produits infinis (°). Il est ensuite re- 
venu sur ce point qui, jusqu'alors, n'était pas encore complètement 
élucidé, dans des Notes nombreuses datant de 1808, 1809 (7). La 
question est traitée par lui avec le plus d'extension dans le fragment 











1) P. 418 et suiv. 
; 
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. 


20, p. 424. 


aol Sr: 
P) 21, 
) P. 434, au bas de la page. 

7) P. 44o vers la fin. 2 à partir d'ici représente toujours ce que nous dési- 
gnons par q, et y est notre e?*; cette équation est la représentation par un pro- 


duit de 33; plus loin, voir encore équations (6), (7), (9), p. 446 et 447. 
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intitulé : Cent théorèmes sur les nouvelles transcendantes ('), dont 
nous savons seulement qu'il ne remonte pas plus loin que 1818, vu 
que le Mémoire Determinatio attractionis ... y est cité; Gauss part 
ici d’une somme finie et la transforme en un produit; le passage à 
infini lui fournit alors directement deux relations entre les séries 
infinies et les produits. 

L'on ne peut nier que ce procédé de Gauss manque de cette simpli- 
cité qui distingue, par exemple, les démonstrations d'identité de Jacobi 
et de Cauchy, où l’on sait que la marche inverse, qui parait plus natu- 
relle, part du produit fini pour aboutir à la somme finie. 

Que Gauss eût en vue de baser sur cette démonstration d'identité 
une théorie de ses fonctions, c’est ce qui résulte déjà de toute la 
méthode d'exposition du fragment cité; ainsi, par exemple, comme 
conséquence évidente du théorème suit cette remarque (?) : « Les 
fonctions qui sont, à l’aide de ces deux théorèmes, développées en pro- 
duits infinis, sont de la plus haute importance, et il serait bon de les 
designer ici par un symbole fonctionnel particulier. » Ces fonctions 
sont précisément nos %,, 3,3 ensuite Gauss introduit 3, en remplaçant 
w par w + 1 dans $,. Il considère alors les développements en produits 
et en séries de ces trois fonctions pour les arguments 0, w, d’une part, 
et pour les arguments o, 2w, d’autre part; lon obtient ainsi des rela- 
lions identiques (*) qui fournissent la transformation du second degré 
des constantes théta et en même temps se présente ainsi à un nouveau 
point de vue la corrélation avec la moyenne arithmético-géométrique. 
Le fragment se termine (‘) par l’établissement de l'expression déjà 
citée de g à l’aide des modules de cette chaîne de transformations du 
second degré. 

La méthode que Gauss emploie dans les dernières Notes citées, ainsi 
d’ailleurs que dans d’autres que nous possédons (qui recommencent de 
nouveau à partir de 1827), peut être désignée sous le nom de la 
méthode des identités. Le principe est toujours le mème : des équa- 





(1) P. 461 et suiv. 
(7) PS460; 
Oke 2400; 
(yet 407; 
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lions identiques entre produits infinis ou sommes, déduire les relations 
entre fonctions théta. 

Relativement à cette méthode, de même que relativement aux pré- 
cédentes, les travaux de Gauss ont de nombreux points de contact 
avec d’autres recherches et notamment avec des études plus modernes. 
En effet, par exemple, les démonstrations pour les théorèmes d’addi- 
tion et pour les équations de transformation des fonctions 3 se ra- 
mènent toujours à de pareilles identités; il s’agit pour cela seulement 
de les faire précéder de principes intuitifs généraux (heuristische). 
Tels sont en particulier les principes : 1° de la décomposition en fac- 
teurs des produits infinis, en particulier à l’aide du théorème de 
Cotes, principe dont l’emploi est devenu bien connu par l'usage qu’en 
ont fait Abel et Jacobi pour établir les équations de la transformation ; 
2° du théorème de M. Hermite qui nous dit qu'entre r + 1 fonctions 
theta dites d'ordre r, doit toujours avoir lieu une équation linéaire 
homogène à coefficients constants; ce théorème a son application ici 
dans l’établissement des identités entre les séries S. 

De ces deux principes il n’est pas douteux que Gauss, bien qu'il n'ait 
pas fait usage du théorème de Cotes, a employé le premier, comme il 
résulte de beaucoup d’ébauches de démonstrations ('). Quant au 
second principe, l’on pourrait peut-être soupçonner, d’après la forme 
de démonstration donnée pour-certaines relations théta, que Gauss le 
connaissait, au moins en partie, sinon en toute sa généralité. II 
remarque notamment en un endroit (?) que le produit 


S,(T+Y,w)S,(x —y,w) 


peut s'exprimer en fonction linéaire et homogène de %,(2x, 2) et 
3, (2%, 2w) à coefficients qui ne dépendent que de y seul, et il déter- 
mine ces derniers en portant dans l'équation des valeurs spéciales; la 
démonstration par conséquent est donc pareille à celle que l’on emploie 
d'habitude aujourd'hui. Quant au principe même, il n’est nulle part 





(ap: en haut; p. 470 [2] entre autres. 
es 457, équation [69], on posera x —gq = ei", y = etix, (x, y)=S3(æ, w), 
2e? 
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énoncé par Gauss; nous devons donc laisser ouverte la question de 
savoir s'il a trouvé les résultats dont il s’agit ici à l’aide d’autres prin- 
cipes ou encore par intuition. 

Cette méthode des identités s'étend non seulement aux théorèmes 
d’addition des fonctions 3, où l’équation de Gauss citée peut être 
employée comme point de départ suffisant, mais encore, ainsi qu’il à 
été déjà remarqué, à la théorie de la transformation. Nous trouvons ici 
chez Gauss, outre la transformation du premier (') ordre et du second 
ordre (?), aussi celles des troisième (*), cinquième (*) et septième (°) 
ordre des fonctions S. Au lieu des équations modulaires, 1l donne tou- 
jours seulement les équations homogènes pour les constantes ? où ¢ a 
été remplacé par gq” (°), ce dont on peut aisément déduire les équa- 
tions modulaires. En un endroit (7) il donne aussi pour chaque degré 
impair de transformation toutes les racines des équations correspon- 


dantes ; ici apparaissent les constantes © correspondant à Vg et Gauss 
ajoute que l’on pourrait aisément trouver les coefficients des équations 
au moyen du développement en séries des constantes 5 suivant les 
puissances de q. 

Outre les résultats que nous avons exposés, nous trouvons encore dans 
ces derniers cahiers de notes, qui de même que les précédents sont le 
plus souvent composés de formules sans texte qui les relie, de nom- 
breuses propositions accidentelles ou intercalations; je citerai entre 
autres une seconde déduction où est établie l'équation différentielle du 
troisième ordre à laquelle satisfont les trois fonctions 5,(0, «), faite à 


l’aide des développements en produits (*), et encore une remarque (°) 





(1) P. 441. Chose singulière, c’est seulement un cas particulier qui est traité 
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. 471 et suivantes. 

P. 471, 459 et suivantes. 

. 476 et suivantes. 
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478. En toute exactitude, on a la formule | 
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relative à la considération de la grandeur « comme fonction de #, qui 
nous dit qu'à chaque valeur de À correspond toujours une seule et 
unique valeur æ à l’intérieur d’une certaine partie du plan des w, à 
l'intérieur du polygone fondamental, dirions-nous aujourd’hui. 

Résumons maintenant rapidement les principaux résultats de notre 
étude, Nous avons vu que Gauss, dès la fin du dernier siècle, avait été 
conduit, au moyen de l'algorithme de la transformation de Landen, à 
représenter l’inversion de l’intégrale elliptique de première espèce à 
l’aide des quatre fonctions 5, ainsi qu'à développer les propriétés 
essentielles de ces nouvelles transcendantes. I ne pouvait lui échapper 
quelle portée fondamentale sur les fonctions inverses a le théorème 
d’addition d’Euler pour les intégrales, et ceci l'engagea à pénétrer plus 
profondément dans la nature de ces fonctions par un second chemin, 
chemin par lequel Abel entra dans ce domaine environ trente ans plus 
tard. Les merveilleuses relations entre les sommes et produits infinis, 
qui sont fournies à l’aide de la représentation des fonctions 3 par des 
produits, conduisent enfin Gauss à une troisième manière de traiter 
celle théorie par la méthode que j'ai nommée dans mon exposé, celle 
des identités; parmi les résultats de cette dernière recherche, il faut 
ciler, en particulier, ceux qui sont relatifs à la théorie de la transfor- 
mation. 

Ainsi Gauss, et cela en partie au moyen d’une méthode qui par son 
originalité singulière nous intéresse au plus haut degré, s’était créé, 
plusieurs dizaines d’années environ avant Abel et Jacobi, une théorie 
étendue des fonctions elliptiques qui renfermait une partie des résul- 
tats les plus importants énoncés plus tard par ces géomètres. En effet, 
des domaines vastes et étendus de cette théorie, ce n’est à proprement 
parler que les recherches plutôt algébriques qui sont relatives au théo- 
reme d’Abel qui lui sont restées étrangères; mais bien plus, la théorie 
de Gauss renferme encore, comme nous l'avons vu, en différents 
endroits les points de départ de recherches plus étendues que la posté- 
rité seule a su mener à terme. 

Si nous réfléchissons à l'immense portée des découvertes de Gauss, 





parer le Mémoire de Dedekind (Journal de Crelle, t. 83), Sur la théorie des 
fonctions modulaires elliptiques. 
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importance qui ne pouvait certes échapper à leur auteur, il paraît au 
plus haut degré extraordinaire qu'il ait pu penser à cacher ces trésors 
à ses contemporains, surtout après qu’Abel et Jacobi par leurs travaux 
lui eussent enlevé la priorité pour une partie des résultats. Nous devons 
en chercher la raison, d’après une opinion de Wilhelm Weber que 
M. Weierstrass a bien voulu me communiquer, dans ce fait que Gauss 
ne voulait jamais commencer la publication de ses recherches avant 
d’avoir complètement relié entre elles en un accord parfait toutes les 
diverses méthodes qui lui avaient donné accès à la théorie. Et cette 
opinion correspond absolument à tous les principes de Gauss rela- 
tivement à la publication de travaux. Néanmoins nous ne pensons 
pas nous avancer trop loin en regardant cette première découverte de 
la théorie des fonctions elliptiques et le fait de sa non-publication 
comme un des événements les plus surprenants et les plus merveilleux 
de toute l’histoire des Mathématiques. 
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Notice sur Paut Gintuer, Professeur à l'Université de Berlin (1867-1891). 


Paul Günther, un des plus brillants élèves de MM. Kronecker, Weierstrass et 
Fuchs, publia, dès l’âge de 20 ans, dans le Journal de Crelle, des Mémoires très 
remarquables sur la Théorie des fonctions elliptiques et celle des équations diffé- 
rentielles linéaires, Le Mémoire ici traduit a été lu (1890) devant la Faculté de 
Philosophie de l'Université de Berlin à l'occasion de son Habilitation, 1 allait 
entreprendre sur le même sujet un grand travail tr extenso, à l'invitation de 
M. Weierstrass, qui fondait sur son élève les plus hautes espérances; malheureu- 
sement Günther fut enlevé à ses amis et à la Science par une mort prématurée, à 
l’âge de 24 ans. Une courte biographie a été publiée par M. Gutzmer dans le 
Zeitschrift de MM. Schlômilch et Cantor, t. XXX VII, p. 46-49, sous le titre Zur 
Erinnerung an Paul Günther. Plusieurs autres Mémoires ont été publiés 
après sa mort dans le Journal de Crelle par les soins de son beau-frère, 
M. Gutzmer, professeur à l’Université de Halle, et de M. Stæckel, professeur à 
l'Université de Kænigsberg. IRL 
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Mémoire sur la théorie de l’octaèdre articulé ; 


Par M. Raouz BRICARD, 


M. C. Stephanos a posé, dans l’/ntermédiaire des Mathéma- 
ticiens ('), la question suivante : 

Existe-t-il des polyèdres à faces invariables susceptibles d’une 
infinité de transformations avec altération seulement des angles solides 
et des diédres? » 

J’ai fait connaître dans le même Recueil (?) un octaédre concave 
particulier possédant la propriété dont il s’agit. Cauchy, d’autre part, 
a démontré (*) qu'il n'existe pas de polyèdre convexe déformable dans 
les conditions prescrites. 

Je me propose dans le présent Mémoire d'étendre le résultat rappelé 
ci-dessus, en résolvant dans sa généralité le problème de M. Stéphanos 
pour les octaédres à faces triangulaires. 

D'après le théorème de Cauchy, tous les octaèdres dont j’établirai 
la déformabilité seront nécessairement concaves, en entendant par là 
qu'ils possèdent des angles dièdres rentrants, ou bien des faces qui 








1 ih Mo: 


(*) 1 

(= er eh ie Bho 
(3) Journal de l'École Polytechnique, XNI° Cahier; 1813. (Deuxième Me- 

moire sur les polygones et les polyèdres.) 
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s’entrecroisent, à la manière des faces des polyèdres d'espèces supé- 
rieures. 


il 


Je commencerai par établir quelques propriétés relatives à la défor- 
mation d’un angle tétraèdre dont les quatre faces restent invariables, 
déformation analogue à celle du quadrilatère articulé dans le plan. 

Soit (fig. 1) l'angle tétraèdre SABNM, articulé suivant ses quatre 
arêtes, et ayant pour faces de grandeurs invariables 


ASB— LS ASM = CG MENE=S ANSE Leo RE 


cherchons la relation qui relie, pendant la déformation dont cet angle 
. solide est évidemment susceptible, les dièdres SA = 9 et SB = Ÿ. 





1 


On peut supposer que la face ASB conserve une position fixe. Nous 
rapporterons dès lors le système à trois axes de coordonnées rectangu- 
laires, définis ainsi qu'il suit : l’origine sera placée en un point A de 
l’arête SA, tel que SA = 1. Les axes A x et Ay seront respectivement 
parallèles aux bissectrices extérieure el intérieure de langle ASB, et 
dirigés de manière que le point S ait une ordonnée négative, et le 
point B une abscisse positive. Le sens des = positifs pourra être pris 
arbitrairement. 


~ 
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Ces axes étant ainsi choisis, les points M et N, appartenant aux 
arêtes SM et SN, et tels que les angles SAM, SBN soient droits, ont 
respectivement pour coordonnées 


a . a “ g 
x,= tang cos-cos¢ XL, = 2s8in- — tango cos -cosŸ, 
F © 2 i. 2 D 2 
M : 16 N / REVERS 
y, = tang6 sin = COS, Ya = tango sin - cosy, 
* Q 
3, = tangf sing, | z, = tango sin. 


: re Gi . | 
Egalons la valeur de MN qui résulte de ces expressions à celle que 
fournit la considération du triangle SMN, il vient 


I I 2 COSY 


cos? 8 cos? 0 cos B cosé 


— es æ A renee % > ein? 
= | tang cos = cos® + tang¢ cos = cos) — 2sin- 
o se 10) oO Ne x t ; 
+ (iangf sin = cos? — tang¢ sin = cos} 
+ (tangf sing — tangè sind }?, 
et, après réductions, 


. HN . AIN Re . 

sin 8 sine cos% cos® cos) — sin 6 sing sing sin 
. . . e A 

— sina sin8 cosé cos® — sin sing cos cosŸ 


+ cosy — cosa cos$ cos = o. 


Introduisons a présent les variables 














DIT Perse ue x 
i= lang = et u = tang ot 
Ona 
cos Dette sin 9 ad 
So =" : DR 
HET, ni ae 
eye au 
Costs Site == . 
v SS We ( ? ets HE 


Nous parviendrons ainsi à la relation, que j’appellerai équation de 
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Vangle tétraëdre, 
(1) ACu?+Be+2Ciu +Du+E=o, 
en posant 


| A —sinf sinè cosa + sin cosè sinw + sind cos sinæ 
| — cosa cos cosé + cosy 
= cosy — cos(a+B+è), 
B =— sin sin cosa + sinf cosé sing — siné cos6 sing 
— cosz cos$ cosé + cosy 


= cosy — cos(a + 8B — 2), 


Q 
| 


(2) =— 25100 sinc: 
D =— sin§ siné cosa — sin@ cosé sina + siné cos6 sin 
— cosa cos cosé + cosy 
— cosy — cos(a —8 + 6), 
E = sin8siné cosa — sin cosé sina — siné cos sing 
— cosa cos cosé + cosy 
— cosy — cos(a — B —3). 


Il était facile de prévoir la forme de la relation (1). 
En effet, à une valeur déterminée de t= tang + correspond une 


position unique de la face ASM, langle © étant alors déterminé a un 
multiple près de 27. Cette face étant ainsi fixée, la construction de 
l'angle tétraèdre peut être achevée de deux manières : il existe en 
effet deux positions de la droite SN, symétriques par rapport au 
plan BSM et telles que l’on ait 


angle MSN = y, angle BSN = 6. 
À chaque position de la face BSN correspond une seule valeur de 


la variable w. Ainsi la relation quirelie ¢ et uw doit être du second degré 
par rapport à &. 
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Pour la même raison, elle doit être du second degré par rapport 
à ¢. Enfin il est visible que si cette relation est satisfaite par les valeurs 
t, u, elle l’est également par les valeurs — ¢ et — uw. Elle est donc né- 
cessairement de la forme (1). 


Cas de décomposition de l’équation (1). — Nous venons de voir 
qu'à une valeur de ¢ correspondent deux valeurs de w. I est utile de 
rechercher dans quel cas la relation (1) se décompose, de manière que 
ces valeurs de uw soient fonctions rationnelles de 4. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut etil suffit que le polynome 


C?#—(Am+D)(B#+E)=— AB +(C?—AE — BD)#—DE, 


qui figure sous le radical entrant dans l’expression de u en fonction 
de #, soit un carré parfait. Or cela peut arriver de deux manières. 
1° Ona 


(C?— AE — BD)?— 4ABDE = o. 


On trouve, par un calcul qui ne présente pas de difficultés, que le 
premier membre de cette égalité se réduit à l'expression 


16 sin?a sin? sin? sin? 0. 


Cette condition ne pourrait donc être remplie que si l’un des angles 
a, B, y, ose réduisait à o ou à 7m, ce qui est impossible. 

Il semblerait tout d’abord que ce cas se présente quand le sommet S 
s’éloignant à l'infini, l'angle tétraèdre dégénère en un faisceau prisma- 
tique. Mais alors il faut observer que les valeurs des coefficients A, B, 
C, D, E, se réduisent toutes à o, et les raisonnements précédents ne 
s'appliquent plus. Toute section droite du faisceau prismatique est un 
quadrilatère plan articulé, dont la déformation est régie par une équa- 
tion de même forme que l'équation (1) : 


AT REUTERS Coli Du RES 


Les coefficients A’, B’, C’, D’, E’ ont, en fonction des côtés a, b, 
c, d du quadrilatère, des expressions qu’on tirera aisément des valeurs 
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de A, B, C, D, E, en faisant tendre, dans ces dernières, les angles +, 
3, y, à vers zéro, de manière qu’on ait 


S' oz 
. 


PEU 
wm Cc 


4 
a 
On verra alors que la condition 
(C?- A'E'— B’D’)? — 4A'B'D'E — 0 
entrainerait l'égalité impossible 


abcd = 0. 
2° Ona 
AB=o0 avec Di =o: 


Ces relations entraînent l’un des groupes suivants d’égalités : 
Dia, Ea 0. 
A0, D0; 


is} ay DEC 
A0 E 


(5) 


Considérons par exemple les égalités 


Ato; Drew, 


Il en résulte : soit 
y=atB+o+e2kr avec y=a—B+6-+4 2h'n, 
soit 
N ¢ 
yo=uth+eo+oakn avec y=—a+80—6+2h'n, 
soil 
) Ni] [A / 
y=—a—6—-—c+a2kr avec y=a—B+¢+ k's, 
soit 


N 
y=—-a—-$—-5+akr avec y=—-a+$-0+o2kr. 
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Le premier couple de relations est incompatible avec les hypothèses 
faites sur la grandeur des angles «, 8, y, à. On en tire, en effet, 


G+(k—k')r=o, 
ce qui est impossible. 
En examinant les autres couples, on voit que seul le troisième est 
admissible et qu'il a pour conséquences nécessaires 


a eee aig 
a2+o0=—T, xen ibe 


On raisonnera de méme sur les autres égalités (3). Je les écris de 
nouveau, en mettant a côté de chacune d’elles la relation qu’elle 
entraine entre les faces de langle tétraèdre : 


b==0, Ho, Ô— 4, EU 
iO. 10, Ô—T — a, y=u—B, 
Be= 0, Dero, creel Y= a, 
A0; Lo, é=7—68, Wee. 


Nous sommes ainsi amenés à reconnaître deux cas de décomposition 
de l'équation (1) : 

1° L’angle tétraèdre a ses faces adjacentes égales ou supplémen- 
taires deux à deux. Son équation se réduit à 


APu+2Ct+Du—o, 
ou 
Bee CURE O 


(en supprimant dans la première le facteur 
uo 


qui correspond au cas sans intérêt où les faces adjacentes de l’angle 
tétraèdre restent deux a deux en coincidence pendant la déformation). 
Je dirai qu'un angle tétraedre de cette nature est rhomboide. 
2° L’angle tétraedre a ses faces opposées égales ou supplémentaires 
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deux à deux. Son équation est alors 
Alu+2Ciu+E = 


ou 
Bf + 2Ciu + Du?=o. 


Ces équations s’écrivent respectivement, en ayant égard aux valeurs 
de leurs coefficients, 


[cosa — cos(a + 28)] lu? — 4sin? Btu + cosx — cos(a — 28) = 0, 


ou 


sin(a + 8)?u? — 2sinBtu — sin(a —8)=o 
et 


[cos(a + 28) — cosa|{? — asin? 6¢u+[cos(« — 26) — cosa |u?=o0, 


ou 
sin(a + B)t? + 2sinbéu — sin(x — 6)u? =o. 


Elles se décomposent, la premiere en 
































(2 
a— Pp 
; : cos 
} sing + sing 2 
(4) HER Al 
cos - 
2 
cL 
ues : sin 
4) ile ee oy . 
she 7 sin(a+B) : . a4 8’ 
sin 
2 
la seconde, en 
eB 
Le: - sin : 
D t —_ Sin sina 2 
J = — — > = == 
(9) u sin(% + 8) . «HS 
SJIIE : 
2 
et 
x — 
é : cos P 
(5) l —- Sinf—sinx _ 2 
. 7 Raia Nes a+é® 
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Il n’est pas inutile de résumer la discussion précédente : on peut dis- 
tinguer trois espèces dangles tétraëdres articulés : 

1° L’angle tétraèdre général dont les faces n’ont pas de relations 
particulières. Son équation estirréductible, de sorte qu’à chaque valeur 
d’une des variables ¢, & correspondent deux valeurs de l’autre variable, 
qui ne sont pas fonctions rationnelles de la première; 

2° L’angle tétraèdre rhomboide. A une valeur de ¢ correspond une 
seule valeur de w, qui en est fonction rationnelle, mais la réciproque 
n'est pas vraie; 

3° L’angle tétraèdre à faces opposées égales ou supplémentaires 
deux à deux. A une valeur de ¢ correspond une seule valeur de &, et 
réciproquement. 


LIL. 


L’équation (1) contenant quatre paramètres arbitraires, toute équa- 
tion de la même forme 


Aries bee 2 Glu Dui bh —0o 


peut être considérée comme définissant la déformation d’un angle 
tétraèdre articulé. 
Les éléments de cet angle tétraèdre sont donnés par les relations 

















COSy — COS(2+8B+È) cosy — cos(zx +8 — à) — 2sinf sind 
À Fas B RE 6 
__ cosy —cos(a—$B+ô) cosy —cos(a«— 8 — 8) 
D vi E 
d’où l’on tire 
— 2sinf sind 4sin $ sind cosa 4siné cos8 sing 





C D thn, A — BaD — b 





4sin8 cosé sina 4 (cosy — cosx cos cosè) 
A+B—D—E — A+B+D+E 
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On a, par suite : 





hogs ETS Eei Daut tannins 
os 20 | © or ~ A—B+D—E 
~ N —92Csina 
(6) { potas och: ter sce yp SRE 


Ae 1 ley Spy 2a 
2 C 





cosy = cosa cos cosé — sin 8 sing, 

formules qui permettent de calculer successivement les angles &, 8, à, y. 

Il faut, bien entendu, que certaines conditions de réalité soient satis- 

faites; elles sont fort compliquées et il serait sans intérêt de les écrire. 
Comme on peut supposer 


a, B, y, CT, 


les formules précédentes définissent seulement deux systèmes de 
valeurs pour ces angles (en écartant le deuxième cas de décomposition 
auquel je reviendrai tout à l'heure). On voit immédiatement que si 
l’un des systèmes est formé des valeurs 


is MEME ER O 
celles de l’autre système sont 
ty Tob, NS QT ed; 
[résulte de la un théorème qui nous sera fort utile dans la suite : 


Si deux angles tétraèdres articulés T et T, peuvent se déformer 
de telle manière que deux dièdres adjacents de T soient constam- 
ment égaux ou supplémentaires à deux dièdres adjacents de T ,, ces 
angles tétraèdres ont leurs faces deux à deux égales ou supple- 


mentarres. 


Conservons les notations précédentes pour les éléments de l’angle 
tétraèdre T et désignons les éléments correspondants de T, par les 
mêmes lettres affectées d’un indice. Le théorème présente trois cas 
qui s’établissent tous de la même manière. 


“ 
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te 


Supposons, par exemple, que l’on ait constamment 


y=: (rer — # 
= i oe he UT ad 


d’où 


On a, pendant la déformation de T,, la relation 


A fui +B ,& +2Quu +D,u + E,=o0. 
=, 4 iors - 
Si l’on y remplace 4, et w, respectivement par ¢ et ot il vient 


‘4 9 t I Ey 
A,,+B,?+2C,-+D,,+E,=0, 


ou 
Britis AC une url; 0: 


Cette relation doit être identique à (1). On a donc 


Appliquons alors les formules (6) à l’angle tétraèdre T,. On trouve 





ou Ô, Ode Ed: 


O2 


er, 001 out. dt — 


ce qui rentre bien dans le théorème énoncé. 

Cette proposition est encore vraie quand les angles tétraèdres T 
et T, sont rhomboïdes, mais elle cesse de l'être quand ils ont chacun 
leurs faces opposées égales ou supplémentaires deux à deux. Il existe 
en effet une infinité de tels angles tétraèdres dont la déformation est 
régle par une même équation 

t 


tu=k ou = kh 


Sia et $ désignent deux faces adjacentes d’un angle tétraédre satis- 
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faisant a la premiere condition par exemple, on doit avoir 




















B— x . P—-2 
cos sin 
2 + 2 
—— =k ou bien — =the 
D & " S) = 4 
cos sin —— 
2 2 
dot 
t oh 
ang — 
tang — lane P ea bi ; late 
alle ; ang 5 ae JE ag ou p1en 6 a Re > 
tang — 
2 


égalités dont chacune a lieu pour une infinité de valeurs de « et de §. 


LV, 


Pour compléter ces généralités, j’¢tablirai encore la propriété sui- 
vante de l’angle tétraèdre articulé, analogue à une propriété bien 
connue du quadrilatère articulé. 

Quand un angle tétraèdre articulé se déforme, il existe une rela- 
lion linéaire entre les cosinus de deux dièdres opposés. 

En effet, en conservant les notations précédentes et en désignant en 
outre par 4 le dièdre ON, on a, par la formule fondamentale de la 


Trigonométrie sphérique, 


cos BOM = cosa cos$ + sina sin cos? 


N . JEUN 
= cosy COSÔ + siny sing COsb, 
c'est-à-dire une relation de la forme 
À cos® + B cos + C — o. 


Quand l’angle tétraèdre présente l’un quelconque des cas de décom- 
position signalés, cette relation se réduit à 





cos¢*= cos, 


dot 
— 9 


aS 


? 
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si l’on n’admet pour les dièdres de langle tétraèdre que des valeurs 
comprises entre o et x. Réciproquement, si un angle tétraédre articulé 
se déforme de telle manière que deux dièdres opposés restent con- 
stamment égaux, cet angle tétraëdre est rhomboide ou a ses faces 
opposées égales ou supplémentaires deux à deux. En effet, on a alors 
les relations 

cosa cos = cosy cose, 


« ETS . . NS 
sina SIN = sin sino, 
d’où 
cos(a + 8) = cos(y + 3) 
et 


> 
“Din 


équations qui admettent les quatre systèmes de solutions 


cos(a — 8) = cos(y 





N 
v= a, c=} “r 


a5 
a ee) 
~~ 
O2 
> 
: 
~ 





| 

1 
| 
R 


NY 
ee ee = o=7— 8; PRET 6 


V. 


Nous pouvons maintenant aborder la recherche des conditions de 
déformabilité d’un octaèdre à faces triangulaires, dont les arêtes sont 
de longueurs invariables. 

Il faut d’abord montrer qu'un tel octaèdre, même concave, est 
rigide en général; cela résulte du théorème de Legendre d’après 
lequel le nombre des conditions nécessaires pour déterminer un po- 
lyèdre est précisément égal au nombre de ses arètes. En effet, la 
démonstration de ce théorème repose tout entière sur le fait que le 
polyèdre satisfait à la relation d’Euler (ou de Descartes), et ne dépend 
nullement de sa convexité ou de sa concavité. Or, un octaëdre à faces 
triangulaires satisfait bien à cette relation, quelle que soit la dispo- 
sition de ses faces. 

Un octaèdre dont on se donne les arêtes est donc, en général, com- 
plètement déterminé, c’est-à-dire indéformable. Notre but est de 
reconnaitre, si dans certains cas, par suite de relations particulières 
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existant entre les arêtes, cette détermination peut cesser d’avoir lieu. 
Alors l’octaèdre sera déformable. 

Supposons qu'il en soit ainsi pour l’octaèdre ABCDEF (fig. 2). 
On voit d’abord que les douze dièdres de cet octaèdre sont nécessai- 


(OURS 











B é c 


rement tous variables, quand on lui fait subir la déformation dont i 
est susceptible. 

Admettons en effet que, pendant la déformation de Poctaédre, lun 
de ses dièdres, AB par exemple, reste de grandeur constante. L’angle 
tétraèdre formé par les quatre faces ayant le point A comme sommet 
commun sera tout entier rigide, l’un de ses dièdres étant invariable. 
La considération des angles tétraèdres ayant leurs sommets en F, E, D 
montre alors que tous les dièdres de l’octaèdre seront de grandeur 
constante, ce qui est contraire à l'hypothèse. : 

L’octaédre présente donc six angles tétraèdres qui tous se déforment 
avec conservation de leurs faces. Il faut distinguer trois cas, suivant 
que ces angles tétraèdres sont généraux (au sens donne § IT à ce mot), 
rhomboides ou bien à faces opposées égales ou supplémentaires deux 
à deux. 


We 
Examinons d’abord le premier cas. Parmi les six angles tétraèdres, 


envisageons ceux qui ont leurs sommets en A, B, C. Leurs déforma- 
tions sont régies par trois équations semblables à Péquation (1) et 


to 
SI 
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indécomposables : 


(7) IAN eta tea bh Ceti Deu? + Ea 0, 
(8) A’? +B’? +oC iw +D'?+E =o, 
(9) A’u? ¢? + Bu? + 2C’ue + D’? + EK’ = 0, 


en désignant par {, u, v les tangentes des demi-dièdres BC, CA, AB, 
et par A, B, ..., E” des constantes qui dépendent des faces des trois 
angles tétraèdres et, par suite, des arêtes de l’octaèdre. 

Les équations précédentes doivent être satisfaites par une infinité 
de systèmes de valeurs données à 7, w ete. Par conséquent, les équa- 
lions (8)et (9), en ©, doivent avoir une ou deux racines communes 
pour une infinité de systèmes de valeurs de £ et de & satisfaisant à 
l'équation (7). 

Or il est impossible que les équations (8) et (9) aient constamment 
leurs deux racines communes : en effet, sil en était ainsi, on aurait 


A'U+D' Ct  B'É+E 
AtuwLD" Cu  B'u LE" 


d'où l’on tire deux équations du troisième degré en { et w, qui devraient 
avoir, avec Péquation (7), une infinité de solutions communes; or 
ceci est impossible, puisque cette dernière est supposée indécompo- 
sable. 

Ainsi les équations (8) et (9) ont, en général, une seule racine 
commune en ¢. Cette racine est done exprimable en fonction ration- 
nelle des coefficients de ces équations et, par suite, de Z et dew. Or, on 
tire des équations (7) et (8) 








Fe — CtEVF(6) 
a A?-+D 
ete aes 

Age Vase Teh 


en posant 
Cae Ct ALD) Bia E ), 


F(t) = C? 2? — (A’?+ D’)(B?+E’), 


et en choisissant convenablement les signes placés devant les radicaux. 
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On a donc 
as C'tÆVF,(6) 
A'& + D' TL 








: EE 
ACfP+D 0 


(x, y) désignant une fonction rationnelle. 
Le second membre de cette relation peut se mettre sous la forme 


L+MVF(é) 
N y 


L, M, N étant des polynomes en ¢. On arrive finalement à l'identité 
P VE (4) + Q VF, (4) 4+: R= 0, 
où P, Q, R sont encore des polynomes en ¢. On tire de là 


F(t)F,(t) = |= es oak 





Le produit des polynomes F(4) et F,(2) doit donc être le carré 
d’une fonction rationnelle et, par suite, d’un polynome en 4. Il en 
résulte que F(4) et F,(4) sont identiques à un facteur constant près. 

En effet, F(4) et F, (7) sont deux polynomes bicarrés, qui ne sont 
pas carrés parfaits, sans quoi les équations (7) et (8) seraient réduc- 
tibles, contrairement à l'hypothèse faite. On peut donc poser 


F(t)=— AB(t(—A) (¢+A)(@—p) ((+u), RESTES 
F,(t)=—A'B'(i—\N)GHN)(= (+), New, 
et leur produit ne peut être carré parfait que si l’on a 


/ 


= / nd. 
| tee dre = EU, 
ou bien 
À Sores arn A’, 


ce qui justifie assertion énoncée. Nous en Urons cette conséquence 
importante : 

Les équations (7) et (8), respectivement en wu et #, ont leurs racines 
égales pour les mêmes valeurs de £. 

Je pourrais poursuivre l'étude algébrique du système (7), (8), (9), 
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dont la considération doit seule suffire, comme on le voit aisément, à 
donner les conditions de déformabilité de Voctaédre. Mais on serait 
ainsi engagé dans des calculs à peu près inextricables, en raison de la 
manière compliquée dont les éléments de l'octaèdre entrent dans les 
coefficients A, B, C, .... Aussi vais-je prendre une autre voie. Je si- 
gnalerai toutefois le théorème suivant, parce qu'il peut trouver son 
application dans d’autres recherches: 


Pour que les équations (7), (8), (9) atent une infintté de solu- 
tions communes, tl faut et il suffit qu’elles résultent de l’élimina- 
lion successive de t, u, +, entre les 2 équations 


luv + mot+ntu+p=0o, 


l't+mu+ne+p'lus =o, 
ot l, m,n, p,U, m,n’, p’ sont des coefficients arbitraires. 


Revenons donc à la considération de loctaedre ABCDEF et inter- 
prétons géométriquement le dernier résultat obtenu. 

Quand { prend une valeur telle que ’équation (5) en wait ses racines 
égales,le dièdre CE devient évidemment égal à o ou à 7. De même, 
quand l’équation (8) en ea ses racines égales, le dièdre BF devient égal 
à o ou à 7. Ainsi les dièdres CE et BF sont tels que si l’un d’eux devient 
égal à o ou à 7, l’autre prend en même temps l’une de ces valeurs. 

Or, pendant la déformation de l’octaèdre, il existe une relation 
linéaire entre les cosinus de ces deux dièdres. On a en effet (§ IV) une 
relation linéaire entre le cosinus de chacun de ces dièdres et celui du 
dièdre BC, qui leur est opposé dans les angles tétraèdres articulés 
ayant leurs sommets respectivement en C et en B 


[cos CE + mcosBC + n = 0, 


YcosBF 4.7m’ cos BC En — 0, 
d’où l’on tire bien une relation 


(10) l’cosCE -+ m’cosBF + n” —0, 


l’, m’, n” étant des coefficients constants. 


130 RAOUL BRICARD. 


Faisons successivement, dans cette relation, le dièdre CE égal à o 
et a. Le dièdre BF, avons-nous dit, prendra à chaque fois l’une des 
mèmes valeurs ; il ne peut prendre deux fois la valeur o ou la valeur 7, 
car on aurait alors 

lime; 


— fen a ho) 


m” ayant le méme signe dans chaque premier membre et, par suite, 


" 


(= 0; TT ete 
La relation (10) se réduirait donc a 
GOs bia 


ce qui est impossible, puisque tous les dièdres de l’octaèdre sont va. 
riables. Le dièdre BF doit donc prendre une fois la valeur o et une 
fois la valeur +, dans le même ordre que le dièdre CE ou dans l’ordre 
inverse. On a donc 

l’'Æm'+n"—= 0, 


Le le m'+n'—=0, 


avec correspondance des signes de m” dans les deux premiers membres. 


On tire de là 
n’= 0, l’— — m’, 


et la relation (10) devient 
cosCE = = cosBF; 


Ainsi, pendant la déformation de l’octaèdre, les dièdres CE et BF 
sont constamment égaux ou supplémentaires. 

Nous pouvons faire le même raisonnement en considérant trois 
angles tétraèdres ayant pour sommets ceux d’une face autre que ABC. 
Comme tous ces angles tétraèdres sont supposés généraux, la conclu- 
sion sera la même, et nous pouvons dire : 
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Pendant la déformation de l’octaèdre, ses dièdres opposés res- 
tent deux à deux égaux ou supplémentaires. 


Envisageons alors deux angles tétraèdres opposés, par exemple ceux 
ayant leurs sommets respectivement en A et D. Ils doivent se déformer 
de telle manière que leurs dièdres soient deux à deux constamment 
égaux ou supplémentaires. D’après le théorème du § TT, cela exige 
que leurs faces soient deux à deux égales ou supplémentaires. [en est 
de mème pour les faces des trois autres couples d’angles tétraédres 
opposés que présente l’octaèdre. 

Il est facile de voir que, seule, l'égalité des faces correspondantes 
est admissible. Considérons, en effet, deux faces opposées de loc- 
taèdre, ABC et DEF par exemple. On à, d’après ce qui précède, 


A-==D ou A +D=—7, 
Beh ou B+ E=rq, 
Ga ou C+ F 


© 
~~ 


et, comme on le montre en Géométrie élémentaire pour établir la simi- 
litude de deux triangles ayant leurs côtés deux à deux parallèles ou 
perpendiculaires, les égalités écrites en tête de chaque ligne peuvent 
seules avoir lieu. 

L’octaedre est donc tel que ses faces opposées deux a deux sont des 
triangles semblables, les côtés homologues étant toujours des arêtes 
opposées. On a, par suite, la série d’égalités 


Nr Hi ET CREME 











Dem ET RED. ÉD RDC PL: 
ÉCNCD INDE COMSOPRAEC 
DHEA GED! RAS A tenuate be 


d’où l’on tire 
AB = DE, BC EF, GARE Hy 
my TES Demme DCE Bea Dice. A Tl 
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Ainsi l'octaèdre a ses arêtes opposées deux à deux égales. 


Je vais maintenant montrer que ces relations suffisent à assurer la 
déformabilité de l’octaèdre (ce qui ne résulte pas de l’analyse précé- 
dente), st l’on suppose en outre remplies certaines conditions rela- 
lives à la situation respective des faces. Il existe, en effet, des oc- 
taèdres convexes dont les arêtes opposées deux à deux sont égales, et 
qui, d’après le théorème de Cauchy, ne peuvent être déformables. 


ARE 


Considérons à cet effet un système de quatre triangles invariables 
AFB, DFB, ACE, DCE (fig. 3), articulés aux points A et D et sui- 
vant les droites BF et CE. On suppose 





AP DC, -AB= DER... DB =AES SDE AAG. Ghai 





Fig. 3. 


A 





La figure formée par les deux derniers triangles est évidemment 
superposable ou bien a la figure formée par les deux premiers, ou bien 
à celle qui est symétrique à cette dernière par rapport à un plan quel- 
conque. Cela fait deux cas à examiner. 


SUR LA THÉORIE DE L'OCTAËDRE ARTICULÉ. 1G 


Supposons d’abord que les deux systemes de triangles forment des 
figures superposables. Alors les quatre plans ADF, ADB, ADE, ADC 
se projetteront, sur un plan perpendiculaire a AD, respectivement 
suivant les droites OF’, OB’, OF’, OC ; telles que les angles F'OB’, 
F’OC’ soient égaux et que le même sens de rotation amène OF” en 
coincidence avec OB’, OF’ en coincidence avee OC’. On a donc 





angle F’ OF’ = angle B’OC’. 


Il résulte de là que les deux trièdres A(FDE) et D (CAB), qui ont 
la même orientation, sont égaux comme ayant un dièdre égal compris 
entre deux faces égales chacune à chacune. En effet, légalité précé- 
dente exprime celle des dièdres de ces trièdres qui ont AD pour arète 
commune. On a, d'autre part, 


angle FAD — angle CDA, 
angle DAE = angle ADB. 


On conclut de la à l'égalité des angles FAE, CDB. Les deux 
O D ? 
triangles FAE, BDC sont donc égaux, et l’on a 


FE = BC. 


Cette égalité a lieu pendant toutes les déformations dont est suscep- 
uble notre système de triangles, à la condition, je le répète, que len- 
semble des deux derniers soit constamment superposable a celui des 
deux premiers. 

Or, cette déformation est telle que la détermination complète du 
système dépend de deux paramètres (pour lesquels on peut prendre 
par exemple la distance AD et l'angle F'OE’). Elle est done encore 
possible si l’on assujettit le système à cette condition supplémentaire 
que la distance EF reste constante : il en sera alors de même de la 
distance BC. 

L'ensemble de la figure présentera huit triangles invariables, consti- 
tuant un octaédre déformable dont les arêtes opposées sont égales 
deux à deux. 

Cet octaedre admet un axe de symétrie : menons, en effet, dans le 
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plan bissecteur du dièdre projeté en B'OE’, une droite L, perpendicu- 
laire à AD et passant par le milieu de cette droite. Il est clair que les 
points A, B, F sont respectivement symétriques des points D, E, C, 
par rapport à L. On peut donc amener l’octaèdre en coincidence avec 
lui-mème en le faisant tourner de deux angles droits autour de L. On 
voit aussi que les trois diagonales de l’octaèdre sont perpendiculaires à 
la mème droite L qui les partage chacune en deux parties égales ('). 
On peut réaliser un semblable octaèdre au moyen de triangles en 
carton ou en bois mince convenablement découpés, assemblés par des 
charnières en papier gommé. Il est nécessaire de laisser vides les faces 
ABC, DEF, qui ne sont réalisées que par leur contour. 


Le modèle ainsi obtenu est représenté fig. 4. 





Octaédre dont les arêtes opposées sont égales deux à deux. 
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABF, AEF, BFD, CDE 
Si, maintenant, revenant à la fig. 3, on suppose la figure formée 
par les deux triangles ACE, DCE, superposable a la figure symétrique 
de celle formée par les deux triangles AFB, DFB, on reconnaitra, par 
un raisonnement tout semblable au précédent que, si la distance EF 
reste constante, la distance BC est nécessairement variable : Poctaedre 
ABCDEF ne peut être déformable. 





(*) Ces remarques intéressantes m'ont été communiquées par M. Mannheim. 
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Ainsi se trouve légitimée l’assertion faite à la fin du $ VI. On voit 
en outre que les relations (11) ne sont pas indépendantes, mais que 
l’une d'elles résulte des cing autres. 


ELE 


Je passe au cas où l’un au moins des angles tétraèdres est rhom- 
boide, sans qu’un seul d’entre eux ait ses faces opposées égales ou 
supplémentaires deux à deux. Supposons que l’angle tétraedre C pré- 
sente cette particularité, c'est-à-dire que l’on ait, par exemple : 


angle BCD = angle DCE, angle BCA = angle ACK. 


Le système (7), (8), (9) devient alors 


ae) ACPu+2Ct+Du=o, 
(8’) A‘? +B? +2C’ Ww + D’'?+E =0, 
(9’) A’u?¢? + B’u? + 2C’ ue + D’p? + E’= 0. 


Nous pouvons raisonner comme précédemment : les équations (8°) 
et (g’) peuvent avoir constamment leurs deux racines en ¢ communes, 
ou bien n’avoir en commun qu’une seule de ces racines. 

Je montrera tout à l'heure que la première hypothèse est inadmis- 
sible. Les équations (8) et (g’) ont donc une seule racine commune 
en ¢; cette racine est fonction rationnelle de ¢ et wu, et par suite de £, 
et l’équation (8’) se réduit nécessairement à l’une des formes 


A’Po + 2C’t- D’o =o, BC + 2C’te + E =o. 
En d’autres termes, l’angle tétraèdre B est rhomboide, et l'on a 
dièdre BF = dièdre BC = dièdre CE. 


Il en résulte encore que les équations (7°) et (9’), respectivement 
en {et ene, ont leurs racines égales pour les mêmes valeurs de uw. On 
en conclut que les dièdres CD et AF sont constamment égaux ou 
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supplémentaires. [en est de même pour les dièdres BD, AE. En con- 
tinuant ainsi, on verra que les couples de dièdres opposés de loctaédre 
possèdent tous la même propriété. 

Les conclusions du $ VI ne sont donc pas modifiées. 

Il reste à voir que les équations (8’) et (g’) ne peuvent avoir con- 
stamment leurs deux racines en 6 communes. 

En effet, s’il en est ainsi, on doit avoir 


A'@ 4 D' C't Bie + 


Af Die Oli Biase Ee 





ou 
AL CAP ape OT ED ee aon 


BoC? we OCDE eee ee a 


O. 


Ces dernières équations doivent être identiques à Péquation (7°). 
On a donc 
CAYO. C’ B’ = 0; 
d’ou 
Ciao ou bien A’= 0, 3 eeu 
Or, si l’on a 


La —= 0, 


“il résulte de Ja discussion du $ IT que l'équation (8°) a nécessairement 
l’une des deux formes | 


Ate? LE 0;: BED 0. 
L'angle tétraèdre B aurait donc ses faces opposées égales ou supplé- 
mentaires deux à deux, et nous avons exclu, dans l'examen de ce cas, 
la présence de pareils angles tétraèdres. 


On a donc 
A OF B“= 0, 


et l'équation (9°) se réduit a 


20" ue + Do? + FE’ = o, 
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L’angle tétraédre A est rhomboide (§ IT), et l’on a 





angle EAC = x — angle BAC, angle FAK = + — angle BAF, 
dièdre AE — dièdre AB. 
Comme on a aussi 


dièdre CE = dièdre CB, 


les deux angles tétraedres ayant leurs sommets en B et E doivent se 
déformer de manière que deux dièdres adjacents de l’un soient con- 
stamment égaux, respectivement, à deux dièdres adjacents du second 
angle tétraedre. Il faut donc (§ ILL) que leurs faces soient deux à deux 
égales ou supplémentaires. On a aussi 

dièdre FE — dièdre FB, 

dièdre DE — dièdre DB. 


Les angles tétraèdres F et D sont done rhomboides. 
En réunissant ces résultats, on voit que les triangles 
AFE et AFB, 
ACBret ACE, 
BED. et NEED, 
BCD et ECD 


ont, deux a deux, leurs angles égaux ou supplémentaires. L'égalité 
seule est possible. On a en particulier 


angle BAF = angle EAF, 
angle BAC = angle EAC. 


Nous avons reconnu d’autre part que ces angles, faces de l'angle 
tétraèdre A, sont deux à deux supplémentaires. Ils ne peuvent donc 


A ' s . es . : 
être, tous, égaux qu'à —, ce qui est visiblement impossible. 
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ix 


Il reste à examiner le cas où Pun des angles tétraëdres au moins a 
ses faces opposées égales ou supplémentaires deux à deux. 

Supposons qu'il en soit ainsi pour l'angle tétraèdre C. Les variables 
/ et w satisfont à l’une des relations 


ai = k. 


AE 
ul 

J'admettrai Pexistence de la première, le raisonnement étant le 
mème dans le second cas. Cela pose, il faut examiner deux hypothèses 
différentes : 

1° Aucun des angles tétraèdres dont les sommets se trouvent aux 
extrémilés des arêtes issues de C n’a ses faces opposées égales ou 
supplémentaires deux à deux. 

2° L'un de ces angles tétraèdres présente cette particularite. 

Dans le premier cas, les angles tétraedres A et B sont généraux ou 
rhomboïdes. Supposons-les généraux, par exemple. Le système des 
relations entre ¢, u, ¢ est alors 


(7) LIRE 
(8”) AC? +B? +2C wv +D' +E —o, 
(9) Ae? = B® 8 Cire AD Po IE 0; 


L’équation (8”) en ¢ et l’équation (9”) en w ont leurs racines égales 
pour les mêmes valeurs de » : on en conclut que les dièdres AE et BD 
sont constamment égaux ou supplémentaires. 

La considération simultanée des angles tétraèdres A, C, E montre 
de même que les dièdres AB, DE sont constamment égaux ou supplé- 
mentaires. On peut donc construire la fig. 5, où les dièdres affectés 
du même chiffre présentent cette relation (les dièdres 1 et les dièdres 2 
à cause de la nature de l’angle tétraedre C). 

Si l’on applique alors aux angles tétraèdres A et D d’une part, 
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B  E de l’autre, le théorème qui a déjà été utilisé plusieurs fois, on 
voll : 
1° Que les dièdres FA et FD, d’une part, FB et FE, de l’autre, sont 
constamment égaux, et que langle tétraèdre F a, par suite, ses faces 
opposées égales ou supplémentaires deux à deux; 


Fig. 5. 


B 1 c 


2° Que les faces de l’octaèdre se répartissent en quatre couples de 
triangles ayant leurs angles égaux deux à deux : 


AFE et DFB, 
AFB et DFE, 
AEC et DBC, 
ABC et DEC. 


Pour chaque couple les sommets homologues sont écrits dans le 
même ordre. Ona donc la série d’égalités 


ATS PRE SUN ER AR MER ENIBA 
DF 97 FB = BD? UEP PFE EN) 
RE Bern GA AB BC ae CA 


Dies DCs a: CO D Gis 


Œ 


HG 
d’où l’on tire 
RARE Le KE FB, CAS GD: 


2) €B= GE, AE =DB,: l'AB—DE. 
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Ainst les arêtes de Voctaédre doivent encore être égales deux à 
deux, mais les arêtes égales ne sont pas toutes opposées deux à deux, 
ce qui distingue les conditions (12) des conditions (11). 


© 


Il faut maintenant montrer que tout octaédre dont les arétes satis- 
font aux relations (12) est déformable, lorsque de plus certaines con- 
ditions, relatives aux dispositions des faces, sont remplies. 

Pour cela, considérons (fig. 6) le systeme de quatre triangles 





rigides FAE, CAE, FDB, CDB, articulés aux points F, C, et suivant 
les droites AX, BD. On suppose les égalités 


A — D; BE=FPB CA EtG) oC Gy ees eat 


Le système des deux derniers triangles est superposable à celui des 
deux premiers, ou bien il lui est symétrique par rapport a un certain 
plan passant par FC. 

Dans le premier cas on verra, par des raisonnements analogues a 
ceux du § VIT, que l’on ne peut avoir constamment AB = DE. 
L’octaédre constitué en reliant les points A et B d’une part, D et Ede 
l'autre, ne satisfaisant pas à toutes les relations (12) et ne satisfaisant 
pas non plus aux relations (11), ne peut être déformable. 

Au contraire, si les deux systèmes de triangles sont symétriques, 1l 
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est évident que, quelle que soit leur position respective, on a toujours 
AB = DE. 

Le raisonnement s’achèvera comme au § VII, et lon aura établi que 
les relations (12), de mème que les relations (11), suffisent, sous la 


restriction indiquée, à assurer la déformabilité d’un octaèdre. 
Ce deuxième octaedre peut être réalisé comme le premier, en lais- 





Octaédre possédant un plan de symétrie passant par deux sommets opposés. 
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABF, AEF, BFD, CDE. 
sant vides les faces ABC et DEF. Le modèle ainsi obtenu est repré- 
sente fig’. 7. 


4 


XI. 


J'arrive enfin au cas où deux angles tétraédres ayant leurs sommiets 
adjacents, l'angle tétraèdre C et l’angle tétraèdre B, par exemple, ont 
chacun leurs faces opposées égales ou supplémentaires deux à deux. 

On voit tout d’abord qu'il doit en être de même pour tous les angles 
tétraédres de l’octaèdre. 

En effet, des relations 

t 


lu ou Bias ky 
ul $ 


l ’ 
Le ou Pay poe he 
4 
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on tire 


- ou UP 


_ 


ce qui élablit la proposition pour langle tétraèdre A; on l’établira de 
mème pour les angles tétraèdres D, E, F. 

Si donc le dièdre BC devient égal à o ou à x, ¢ devenant nul ou infini, 
les variables u, ¢ sont aussi nulles ou infinies, et les dièdres AC, AB, 
égaux à o ou az. Il en est de même pour tous les autres dièdres. En 
d’autres termes, l’octaèdre peut être complètement aplati sur la 
face ABC. 

Représentons-le dans cette position. I] peut se présenter plusieurs 
eas de figure pour lesquels le raisonnement est à peu près identique. 








Je supposerai, par exemple, que la disposition est celle de la fig. 8. 
Ona 


angle FAE = angle BAC. 
angle DCE = angle ACB, 
angle DBF = + — angle ABC. 


Pendant la déformation de l’octacdre, on peut avoir divers systèmes 


= 


Qo 
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de relations entre 4, wu, ¢. Soit, par exemple (§ IT), 


BAP _bAG 
cos os TRS 





REA BAG. 
cos — 
MABCGE= DBC 
SL) ———— 
wy 2 
in ee ADCs Dp Ce 
So. —————— — 
1 
DCR ACER 
sin TR TEL) 
mer ACH 
sin Rees FE 


Ces équations doivent être satisfaites par une infinité de systèmes de 
valeurs de {, u, 6. On a donc 


BARAAEACHT ABC DRC +. DCB SAC 
cos ——_-_ SIN —————__ SIN ——————————— 
3) 2 2 2 LUE 
(i BARRE NC MA DC DRG MMDCB ACB yan 
cos ———— S1n sin 


2 2 2 








Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que l’octaèdre 
ABCDEF soit déformable. 

Pour donner à cette condition une forme géométrique, menons les 
bissectrices intérieures du triangle ABC : AI, BI, CI. Menons encore 
les droites AM, CP, BN, les deux premières, bissectrices intérieures 
des angles EAF, DCE, la troisième, bissectrice extérieure de 
langle FBD. Soient enfin AM’ la bissectrice extérieure de Vangle LAM, 
BN’ et CP’ les bissectrices intérieures des angles IBN, ICP. On a: 


cos PAF = BAG ag (= os IAC) cos (raw —7_ IAC ) 


2 — —— 


cdg PAF +BACS bos (> Fe BAI) cos (am — + BAL) 


2 








sin (IAM’— IAC) sin CAM’ 


~ sin(IAM'+ BAI) _ sinBAM’’ 
Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. II, 1897. 19 
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PACE DBC DA ARQLEN 
: 2 = __ sin(IBA—IBN’) __ sinN/BA 
ABC DBC Gn nie ee ~ sin(CBI —IBN‘) > sinCBN’’ 
Drees ear = sin { CB 
. DCB + ACB 
MATE Ve sin(P'CI+ICB)  sinP/CB 
= ay = ne = x, en CRE YF all Wie 
sin DORE EE = ie sin ar — mi ACT) SRE 


La relation (13) devient donc 


sin CAM! sin N'BA sinP’CB 
sinBAM’ sinCBN’ sinP CR — *? 

d’où l’on conclut, en vertu d’un théorème bien connu, que les droites 
AM’, BN’, CP’ sont concourantes. 

J’ai fait une hypothèse particulière sur la forme des relations qui 
existent entre 4, u, ¢. Il est clair que, dans tous les autres cas, on arri- 
vera à un résultat analogue, et l’on peut énoncer comme il suit la règle 
générale de construction d’un octaèdre articulé dont tous les angles 
tétraèdres ont leurs faces opposées deux à deux égales ou supplémen- 
taires. 


On construit un triangle ABC quelconque, dont les bissectrices 
intérieures sont les droites Al, BI, CI, et des sommets de ce triangle 
on mène trois drotles concourantes quelconques AM’, BN’, CP’. On 
trace les droites AM, BN, CP, symétriques des droites AT, BI, CI, 
respectivement par rapport aux droites AM’, BN’, CP’. 

On construit ensuite les angles F, AE,, D,BF,, E, CD,, obtenus 
en faisant tourner dans leur plan les angles BAC, CBA, ACB, 
autour de leurs sommets et @angles égaux en grandeur et en signe 
respectivement à LAM, IBN, ICP. Séient D, E, F les points de ren- 
contre respectifs des droites (prolongées s’il le faut au dela des 
sommets du triangle) BD, et CD,, CE, et AE,, AF, et BF,. 

En supposant réalisés les triangles ABC, BCD, CAE, ABF, AEF, 
BFD, CDE, DEF, articulés deux à deux suivant leurs côtés com- 
muns, ces triangles sont les faces d’un octaèdre déformable. 
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On peut éprouver certaines difficultés dans la construction d’un 
modèle de ce dernier octaédre : quelles faces faut-il laisser vides? de 
quel côté doit être tournée la concavité de chaque dièdre? Ce sont des 
problèmes qu’on ne pourra résoudre dans chaque cas particulier que 
par examen attentif des relations entre £, u, ¢ et des signes qu’elles 
imposent à chaque variable. Il serait beaucoup trop long d'exposer ici 
ces raisonnements minutieux. Je me contenterai d'indiquer comment 
doit se faire la construction de Voctaédre de la fig. 8. 

Je l'ai représenté ( fig. 9) dans la même position que dans la figure 
précédente; les faces AEC, DBF sont vides. Le diédre AF a sa conca- 


vité tournée en avant du plan de la figure; celle du diedre DC est 
tournée en arrière. 

Les lignes tracées en pointillé indiquent sans ambiguïté dans quel 
ordre sont superposées les faces : en particulier, la face DEF est en 
arrière de la face AEF. 

Quand on déforme cet octaèdre, en laissant dans le plan de la figure 
la face ABF, les sommets D, E, C se déplacent en avant de ce plan, 
et en poursuivant la déformation on arrive à une nouvelle position 
d’aplatissement représentée (fig. 10). La fig. 11 représente une posi- 
tion intermédiaire. 
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le lecteur veut bien prendre la peine de construire ce modèle, en 





Octaédre dont tous les angles tétraédres ont leurs faces opposées égales 
ou supplémentaires deux a deux. 
Les faces sont ABC, DEF, BCD, CAE, ABF, AEF, BFD, CDE, 


suivant les indications précédentes, il devra, je le répète, conserver à 
peu près exactement les proportions de la figure. 


XII. 


En résumé, l’étude précédente a fait reconnaître qu’il existe 4r'ots 
types d’octaèdres articulés à faces invariables. Tous ces polyèdres sont 
concaves ou, pour parler d’une façon plus précise, possèdent certaines 
faces qui s’entrecroisent. 

Les octaèdres du type [ et ceux du type IT sont susceptibles de dé- 
finitions simples : les premiers possèdent un axe de symétrie et, par 
suite, sont tels que la figure formée par quatre de leurs faces ayant un 
sommet commun est superposable à la figure formée par les quatre 
autres faces; ceux du type Il possèdent un plan de symétrie, passant 
par deux sommets opposés. (Ces définitions ne sont pas absolument 
suffisantes, mais on ne pourrait les compléter qu’au prix de bien des 
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longueurs, et je pense que l’examen des fig. 4 et 7 rend cela inutile.) 
Quant aux octaèdres du type III, on a vu que leur définition est plus 
compliquée ; leur déformabilité est loin d’être aussi intuitive que celle 
des premiers, et en ce sens ils doivent être considérés comme les plus 
intéressants. 
Je ferai encore remarquer que le problème que j'ai traité est iden- 
tique aux deux problèmes suivants : 


1° Quels sont les hexagones gauches déformables avec conserva- 
tion de leurs côtés et de leurs angles? 


Si, en effet, un hexagone gauche est déformable dans ces conditions, 
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux sont de longueurs 
constantes et les huit triangles formés par ces droites et par les côtés 
de hexagone sont les faces d’un octaèdre déformable avec conserva- 
tion de ses arétes. 

Un octaèdre déformable présente, réciproquement, quatre de ces 
hexagones. Ce sont (fig. 4, 7 ou 10) les hexagones | 


ABCDEF, 
ABFDEC, 
AECDBF, 
AEFDBC. 


2° Dans quel cas un système de six plans 1, 2,3, 4,5, 6, dont 
chacun est articulé avec le précédent suivant une droite servant de 
charnière, le plan 6 étant articulé avec les plans 1 et 5, est-il sus- 
ceptible de déformation? 

En effet, les droites suivant lesquelles sont articulés ces plans for- 
ment un hexagone déformable avec conservation de ses côtés et de ses 
angles. 

Les faces pleines de l’un des octaèdres des fig. 4,7, 11 constituent 
un pareil système. 
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XIII. 


Il n’est pas sans intérêt de faire remarquer l’analogie que présente 
la théorie de Voctaedre articulé avec celle des systèmes de quadrila- 
tères articulés étudiés par MM. Hart et Kempe dans des cas particu- 
liers et par M. Darboux dans le cas général. L’un des problèmes traités 
par ces géomètres est, en effet, le suivant : trois quadrilatères plans 


articulés ABCD, AEFG, BEHI étant disposés comme l'indique la 





A E B 


jig. 12, dans quel cas leur système, rigide en général, est-il susceptible 
de deformation? 

Si l’on désigne par 4, u, ¢ les tangentes des moitiés des angles BAD, 
ABC, BEH, il existe entre ces quantités trois relations qui ont la même 
forme que les relations (7), (8), (9) et qui doivent avoir une infinite 
de solutions. C’est le même problème qui s’est présenté dans la théorie 
de l’octaèdre articulé ('). 


(1) Les modèles des trois octaèdres, construits avec des feuilles minces de 
carton, ont été offerts aux Collections de l'Ecole polytechnique. 
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Remarques à propos du Mémoire précédent ; 


Par M. A. MANNHEIM. 


Le Mémoire de M. Bricard, très intéressant en lui-même, a une 
valeur particulière au point de vue de la Géométrie cinématique, 
parce qu'il constitue un chapitre de l'Étude du déplacement d’un 
triangle dans l’espace. 

M. Bricard, en découvrant des octaèdres déformables, prouve par 
là que sous certaines conditions un triangle de grandeur invariable 
peut être déplacé de façon que ses sommets décrivent des arcs de 
cercles. 

En effet, supposons fixe l’une des faces ABC de l’un des octaëdres 
déformables, pendant la déformation les sommets D, E, F de la face 
opposée tournent alors autour des côtés de cette face ABC et le 
triangle DEF est déplacé. Dans le cas d’un octaèdre quelconque, 
ABC étant fixe, le déplacement du triangle DEF n’est pas possible. 
On s’en rend compte facilement en remarquant que les sommets de ce 
triangle ne pouvant décrire que des cercles sont assujettis chacun à 
deux conditions. Le triangle lui-méme est alors assujetti à six condi- 
tions: il est donc immobile. 

Prenons ( fig. 2) un octaèdre déformable dont la face ABC est fixe. 
Le triangle DEF peut alors être déplacé. Les propriétés bien connues, 
relatives à ce déplacement, conduisent à des propriétés de l’octaèdre. 
Je vais en donner un seul exemple. 
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Appliquons ce théorème : 


Les plans normaux aux (trajectoires des points d’un plan passent 
par un point de ce plan. 


Le plan normal à la trajectoire du point D est le plan de la face BDC. 
De même, les plans des faces qui passent par AB, AC sont les plans 
normaux aux trajectoires des sommets F, E. Ces trois plans se coupent 
alors en un point du plan DEF. 

On peut, d’après cela, énoncer ce théorème : 


Les plans des faces d’un octaèdre déformable, qui passent par 
les côtés d’une face de ce polyèdre, se coupent en un point du plan 
de la face opposée à celle-cr. 


Ainsi, on peut trouver des propriétés des octaèdres déformables ; 
mais indépendamment de ces propriétés, apparaissent d’autres ques- 
tions relatives au triangle mobile. 

Pour un déplacement infiniment petit du triangle, il y a un axe de 
déplacement : quel est le lieu de ces axes lorsque le déplacement du 
triangle est continu? Quel est le lieu des foyers du plan du triangle 
mobile? etc., etc. 

On voit qu'après la découverte des octaèdres déformables, l'étude 
du déplacement d’un triangle se présente dans des conditions particu- 
lières et nécessite de nouvelles recherches dignes des efforts des géo- 
mètres. | 
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Sur la stabilité de l'équilibre d'une masse fluide 
dont les éléments sont soumis à leurs actions mutuelles ; 


Par M. P. DUHEM. 


S 1. — Sur les équations générales de l’équilibre des fluides. 


Nous avons établi, dans un précédent Travail ('), les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’une masse fluide soit en équilibre 
stable; mais, dans cette étude, nous avons admis que toutes les forces 
exercées sur les divers éléments du fluide étaient des forces exté- 
rieures; nous avons supposé, en outre, que ces forces dérivaient d’une 
fonction potentielle dépendant des coordonnées du point où se trouve 
l'élément fluide considéré, mais point des propriétés de cet élément. 

C’est là un cas infiniment particulier de l Hydrostatique. Nous avons 
étudié ailleurs (?) un cas beaucoup plus général : c’est celui où deux 
éléments fluides, de masses dm et dm’, exercent l’un sur Vautre des 
actions dont le potentiel est de la forme 


W(o,9,r)dmdm’, 


r étant la distance des deux masses élémentaires et p, 9’ leurs densités. 





(!) Sur la stabilité de Véquilibre des corps flottants, Chap. I. (Journal de 
Mathématiques, 5° série, t. I, p. 108.) 

(2) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique. (Annales 
de l'École Normale supérieure, 3° série, t. X, p. 183.) 


Journ. de Math. (5° série), tome IIL. — Fasc. IT, 1897. 20 
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Dans ce cas, les actions mutuelles des deux masses élémentaires com- 
prennent non seulement une force répulsive réciproque, dont la gran- 
deur est 


dY%Y(0,0!,r ; 
SRE dm dm, 


mais encore une influence; cette influence, qui tend à accroître la 
densité de ’élement dm sans tendre a déplacer le centre de gravité de 


cet élément, a pour grandeur 





)Y(0,0',7 ‘ 
RATE dm dm. 
02 


La masse dm’ est soumise à une influence analogue. 

Ce type d'actions mutuelles est très étendu. Il comprend, en parti- 
culier, les actions newtoniennes; dans ce cas, la fonction W ne dépend 
que der, et point de o et de p’; les actions mutuelles de deux parti- 
cules se réduisent à des forces réciproques et les influences sont sup- 
primées; il comprend aussi l’action répulsive, insensible entre corps 
denses, mais sensible lorsqu'un des corps agissants est tres raréfié, par 
laquelle M. Faye explique les diverses apparences de la queue des 
comètes; les actions moléculaires qu’invoque la théorie de la capilla- 
rité appartiennent vraisemblablement aussi à la catégorie d’actions 
pour lesquelles la fonction W dépend véritablement de p et de o’. 

Moyennant certaines hypothèses indispensables sur la manière dont 
la fonction W'(,2',r) et ses dérivées partielles se comportent pour 
les valeurs infiniment petites de r, hypothèses que nous ne voulons 
pas rappeler ici, il est possible de donner les conditions d'équilibre 
d’un fluide soumis à de semblables actions. Rappelons brièvement 
quelles sont ces conditions. 

Le système, dont la température est supposée uniforme et constante, 
admet un potentiel thermodynamique interne qui est de la forme sui- 


vante : 


. Cat it Pl ASE ; ; 
ip) #= fot(o) do + 2) fee We, p°, r) de der, 


chacune des intégrales s'étendant au volume entier du système. La 
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fonction (0) n’est déterminée qu'à une constante près; au contraire, 
la fonction W(9, 9’, 7) est entièrement déterminée si on lui impose la 
condition de s’annuler pour les valeurs infinies de 7 


Posons 
(2) V — {Eee rede, 
(a3) À = — LE Tr: new, 
- ? Ore as 
eas es 
= di or or 
ie nd 


or 


| Zi=—f 5 Wo, 051) 5- ede 


Ces cing intégrales sont des fonctions finies de x, y, =; elles sont 
continues si les propriétés de la matière varient d’une manière con- 
tinue au voisinage du point (a, y, 3). 

Les égalités (2), (3) et (4) donnent 


OV : Oe 
a = — X;— he 
IV tae es de . 
(0) dy = — Yi db 
thee J dg 
rE — — L; ro De: 


Quant aux forces extérieures, nous supposerons que la masse élémen- 
taire dm est soumise à une force extérieure dont les composantes sont 


Neds cane? Lane, 


(6) ee. 2008 var RS RE 
Ox ; Os 


la fonction U dépendant des coordonnées x, y, 3 d’un point de l’élé- 
ment dm, mais ne dépendant pas de la densité p de cet élément; au 
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cas où l’action exercée par un corps extérieur ne vérifierait pas cette 
condition, on impliquerait ce corps à l’intérieur du système considéré : 
c'est d’ailleurs la un artifice dont le seul but est de simplifier les écri- 
tures; il serait aisé de s’en passer. 

Les conditions d’équilibres du fluide sont les suivantes : 

Il existe une fonction II(a, y, 3), positive en tous les points de la 
masse fluide et variant d’une manière continue d’un point a l’autre, 


telle que Pon ait 
(7) pl[(X;+ X.)da+ (Y;+ Y.) dy +(Z;+ Z,) dz| = dil. 


En chaque point de la surface qui termine le fluide est appliquée une 
pression normale, dirigée vers l’intérieur du fluide, et égale en grandeur 
à la valeur de II en ce point. 
En tout point pris à l’intérieur du fluide, on a l'égalité 
» a C(p) 


(8) Æ ll AE 


2 


Ao. 


De ces conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre de la 
masse fluide, déduisons immédiatement quelques conséquences. 

L'égalité (8) nous montre que, dans le cas général que nous étu- 
dions, la densité en un point n’est plus fonction de la seule pression 
au méme point; une proposition, admise en général comme évidente 
par les auteurs qui se sont occupés d’Hydrostatique, se trouve ainsi 
restreinte au cas où la fonction YW ne dépend ni de p, ni de p’, cas que 
nous nommerons cas des aclions newloniennes. | 

Posons 


(9) 0 = Ves Ur 


Q sera la foncuon potentille totale tant des actions extérieures que 
des actions intérieures. En vertu des égalités (5) et (6), nous aurons 


(X, +X.) dv + (Y;+ Y.)dy + (Z;+ Z,)dz + a dp + dQ=o 
ou bien 


(10) se dQ + xp do + dil = o. 


~ 
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Cette égalité (10), vérifiée en tous les points du fluide, nous montre 
que les surfaces d’égale pression sont définies par l'équation 


ern) dQ + & dp =o. 


Les surfaces d’égale pression ne sont pas surfaces d’égal niveau 
potentiel. 
Posons 


(12) O(e) =C(p) + pe. 


' 





Comme la fonction ¢(¢), la fonction @(¢) sera définie seulement à une 
constante près. Les équations (8) et (10) nous montrent que l’on a, 
à l’intérieur du fluide, 


(13) Q — pa + O(p) = const. 
Les surfaces d’égale densité vérifient donc Pégalité 
(14) QO. — p.& = const. 


Elles ne coincident pas avec les surfaces d’égal niveau potentiel. 
L'égalité (8) nous montre d’ailleurs que les surfaces d’é gale den- 
silé ne coincident pas avec les surfaces d’égale pression. 
Ainsi, les trois familles de surfaces 


(2 = const., [ie consts, fa const 


ne coincident pas en général; elles ne se réduisent à une même famille 
de surfaces que dans le cas des actions newtoniennes, cas où l’on a 
l'identité | 

ol == O. 


§ 2. — Généralisation des résultats précédents. 
Bien que les résultats précédents aient été établis dans des hypo- 


theses trés générales, il y a lieu de les étendre encore, afin de pouvoir 
traiter completement certains des problemes qui vont suivre. 


156 P. DUHEM. 


En premier lieu, nous avons supposé qu’au sein d’un fluide continu, 
de température uniforme, les éléments ne pouvaient différer les uns 
des autres que par leur densité; maisilest des cas où cette supposition 
n'est pas vérifiée; par exemple, au sein d’une dissolution saline ou 
d'un mélange gazeux, les éléments peuvent différer les uns des autres, 
non seulement par leur densité, mais encore par leur concentration ou 
leur composition; s'il s’agit d’une dissolution d’un seul sel dans un 
seul menstrue, ou du mélange de deux gaz, cette concentration ou 
cette composition s'exprime au moyen d’une seule variable; il en faut 
un plus grand nombre dans le cas où l’on considère un mélange de 
plus de deux corps; pour ne pas introduire d’interminables équations, 
nous supposerons simplement que l’état de chaque élément fluide peut 
ètre défini par sa densité et par une seule autre variable s. 

En second lieu, nous avons étudié une masse fluide continue; mais 
on peut avoir affaire à une masse fluide dont la nature change brus- 
quement au passage d’une surface de discontinuité. 

Traitons d’abord le cas où le système se compose d’un seul fluide 
continu ; ce fluide continu, nous lesupposerons formé de deux corps x, 
3; la masse élémentaire dm se composera d’une masse dm, du corps « 
et d'une masse dmg du corps 6; nous poserons 


(15) = mes 
dm 
et nous dirons que s est la concentration en un point de la masse dm. 
L'état de la masse dm dépend non seulement de sa densité 9, mais 
encore de sa concentration s. Le système admet un potentiel thermo- 
dynamique interne de la forme 


(16) #— fpt(p,s)do + = | fee hese’ s,s’, r)dvdo’. 


Les diverses masses élémentaires du système sont soumises à des 
forces extérieures qui admettent pour potentiel la quantité 


(17) G= feUdr, 


ce 
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où U désigne une fonction de x, y, 3, finie, uniforme et continue dans 
tout l’espace occupé par le fluide. 

Enfin, chaque élément dS de la surface déformable du fluide est 
soumis à une force dont les composantes sont 




















Posons 
(18) Vie fev, Pins 6h) ae, 
Xe — fpf SRE ae, 
Go) | Vie fp Ate) ae’ 
un fps) DE gs 
(20) bb = — fe ges ei Pr, dé, 
(31) RS fe al oser 
(22) X=-5> Ye Lat 


Imaginons une modification infiniment petite du système; un point 
matériel ayant pour coordonnées x, y, z, au commencement de la 
modification, a pour coordonnées, à la fin de la modification, 


x+Dy, y+Dy, z+ Dz. 


Sa densité, qui était p, est devenue (6 + Do); sa concentration, qui 
était s, est devenue (s + Ds). 

On en conclut sans peine qu’au point fixe de l’espace (x, y, 3), la 
densité et la concentration, qui avaient pour valeurs o et s avant la 
modification, ont. pour valeur, apres la modification, (b + 60) et 
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Ny NY ( ’ ’ ’ Se 
(s+ 6s), d9 et ds étant donnés par les égalités 


‘ NS 0 Oo 
125) 00 = Do — =~ Da — oe Dy — 5, Ds; 
> Os Os Os 
2 / RU = UE = == RD wig 
(24) Os = Ws ae Da 2 Dy ae D 


Soient M,, Mg les masses des corps «, 6, que renferme le système ; 
ces masses ont respectivement pour valeurs, en vertu de l’égalité (15) 
qui définit la concentration s, 


(25) Mg 





I 
ody 
HT 





Ces masses doivent demeurer invariables par l'effet de la modifica- 
tion que le système éprouve, ce qu’ expriment les deux égalités 


a fr —< p tapes |e 


si + K — [cos( re, BNP ey ine essen s)Dz|d5 =o, 


fea = 














=e N = [ Cos( Ne, x)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz|dS = 0, 


n, étant la normale à Vélément dS vers l’extérieur du fluide. 

Ces relations lient les variations op, ès, de la densité et de la con- 
centration en chaque point de l’espace occupé par le fluide et les com- 
posantes Dx, Dy, Dz du déplacement aux limites du fluide; ce sont 
les seules conditions auxquelles ces variations soient assujetties. 

Dans la modification considérée, les forces appliquées à la surface 
déformable S effectuent un travail 


(29) ‘de = K(P,Dz + P,Dy + P.D:)d8, 
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Le potentiel G des forces extérieures éprouve une variation 


| ag= f Uèpde 


| + N eU[cos(n,, x )Dx + cos(n,., y) Dy +.cos(n,, z)Dz]|dS. 


Le potentiel thermodynamique interne ¥ éprouve une variation 


N .9 0 “ T NS 7 Oc N 4 
| > = [1560 + 2 p> | Sods + fo(F — s) Bsa 


ty S o(V + C)[cos(n,., «)Dx + cos(n., y)Dy + cos(n,, 5) D|d5. 





(31) 


Les conditions d'équilibre du système s’obtiendront en exprimant 
que l’on a 


(32) OF + OG — de = 0. 


Cette égalité doit avoir lieu non pas quels que soient Go, és, Dx, 
Dy, Dz, mais seulement lorsque ces quantités sont liées par les équa- 
tions (27) et (28). Si donc on désigne par À et vu. deux constantes con- 
venablement choisies, l'égalité suivante aura lieu, quels que soient 2, 


pee lige DD; 





+ fel 5 — 8 dès 
(33) +Qle(V+U+¢+ te) 
fe S Le (Vv Sonatas Le ES) COs er Kh P, | LES 


= NE (Vv +U+ 2 + À EE) cos( ney z) 1e P. | Dz dS Le 


i+ 





2) 


os(n,., x) — P| Dads 








Ce résultat peut encore s’énoncer de la manière suivante : 
1° On a, en tout point de la surface déformable qui limite le 
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fluide, 


=e $ 
Pe=p(V + Uae ABE )cos(x,, a a), 


TE) cos(ne y). 


P= o( V +U+¢+ x(n, “ay 


À + 


(34) Ey o(V+U+% eee 


2° Ona, en tout point de la masse fluide, 








pop dy A+ ps 
(35) Ja ee) at Nats DES ASS a eens 
or OË | een 

(56) ds ° (1+s)? 


Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre 
de la masse fluide. 


Les conditions (34) peuvent encore s’énoncer ainsi : 

La surface déformable du fluide est soumise à une pression nor- 
male, dirigée vers l’intérieur du fluide, dont la grandeur est donnée 
par bh Pleat que prend, a cette RE la quantité 


(37) W=—p(V+U+0+ EE). 


/ I+S / 


Cette quantité prend le nom de pression à l’intérieur du fluide. 
Moyennant l'introduction de cette pression, l'égalité (35) peut encore 


s écrire 

38 ge 

© i De 2 S 

a 0 — == = —O 
(38) ieee im ; 


égalité dans laquelle on reconnaît l’égalité (8), qui avait été établie 
pour un cas plus particulier. 

Les égalités (35), (36), (33), (38) conduisent aisément à la pro- 
position suivante : 


Les surfaces éguipotentielles, les surfaces d’égale pression, les 
‘ ? é 5 P ? 
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surfaces d@égale densité et les surfaces d’égale concentration for- 
ment, en général, quatre familles de surfaces distinctes; ces 
quatre familles n'en forment plus qu'une dans le cas où l’on a 
identiquement 


(39) A Tas eter 





c'est-à-dire dans le cas où la fonction VW est une simple fonction 
de r (cas des actions newloniennes). | 


Occupons-nous maintenant du cas où le fluide considéré est formé 
de deux masses continues 1 et 2 séparées par une surface de disconti- 
nuité &. Le fluide 1 est formé par le mélange de deux corps «,, 6,; le 
fluide 2 par le mélange de deux autres corps &,, 5, ; les concentrations 
s,, 8, seront définies par des égalités analogues à l'égalité (15). 

Les corps «,, B,, 2, 6, ont des masses M,, Mg, M, Mg, qui doi- 
vent demeurer invariables en toute modification du système, ce qu’ex- 
priment les conditions 


I 0 
oF - - OS, de , 
i+ Ss, ° (1+ 5s,)? 


(40) —- S arr [cos(n., æ)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, 3)Dz]dS, 


O2 








= \ [cos(n,,7)Dx + cos(n,,v)Dy + cos(n,,z)Dz|di = 0, 


aes Pt NS lo 
ro er rs OS; VAL, 
I+s, ! (1+ s,)* 


(41) + S nee [cos(n,, æ)Dx + cos(n,, y) Dy + cos(n,, )Ds|d5, 


S 








Pas TA ae As Pl vs =a Dy = 
= NE leos(, @)Da + cos(n,, y)Dy + cos(n,,z)Dz|dX = o 


et deux autres égalités qui different des précédentes en ce que l’indice 2 
y remplace Vindice 1; nous les nommerons (4o bis) et (41 bis). En 
un point de la surface X, n, désigne la normale dirigée vers l’intérieur 
du fluide 1 et n, la normale dirigée vers l'intérieur du fluide 2. 

Le travail des forces appliquées à la surface déformable se compose 
de deux termes semblables au second membre de l'égalité (29); l’un 


—~ 


i) 
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se rapporte à la surface S,, l’autre à la surface S,. Nous en désigne- 
rons l’expression par (29 bis). 

La variation éprouvée par le potentiel des actions qui s’exercent 
sur les divers éléments de masse du fluide est donnée non plus par 
l'égalité (30), mais par légalité 


Rex — fUe de, + (Ur: de, 
+ NES U[cos(n,, æ)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z) Dz|d5, 
+ S e, U[cos(n,, «) Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n., z) Dz] ds, 
— Q¢,Ulcos(n,,@)Da + cos(n,,y)Dy + cos(n,,3)Dz] dz 


— NsUfcos(n,,æ)Dx + cos(n,,v) Dy + cos(n,:,3)Dz]d2. 


La transformation qui, de l’égalité (30), sert à déduire légalité (42), 
permettra, de l'égalité (31), de déduire expression de ôf applicable 
au cas qui nous occupe; il suffira d’écrire successivement deux termes 
semblables au second membre de l'égalité (31), en les affectant, l’un de 
l'indice r, l’autre de l'indice 2, et d’y ajouter 


= S e,(V,+%,)[cos(n,, 7) Dx + cos(n,,y)Dy + cos(n,, 3)Dz] dd 


= N 0 (Va + ©,)[cos(n., 7) Dx + cos(n.,, y )Dy + cos(n,, 3)Dz] dd. 


Nous désignerons par (31 dis) l'égalité ainsi obtenue. 
Les conditions d'équilibre s’obtiendront en écrivant que l’on a . 


OF + 0G — d& = 0, 


pour toute variation du fluide compatible avec les conditions (40), 
(40 bis) et (41 bis). Ces conditions seront les suivantes : 


1° Il existe deux constantes convenablement choisies },, u.,, telles 
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que Von ait, en tout point du fluide +, 





rape 0 LV 7 A+ Us 4 
(43) Bp, (PSs) + Vit U — pi, + Saag Rts 
ar Ay— pw 
ff 1 rr Lae. 1 og Le 
(44) OSs, Vee (rte ee \8 VE 


En tout point de la surface 5, est appliquée une force normale, 
dirigée vers l’intérieur du fluide, et dont la grandeur égale la 
valeur prise au point considéré par la fonction 


P c ki +ts 
(94) H=—9,(Vi+U+0,+ tt). 


2° Ilexiste deux constantes convenablement choisies hy, (5, telles 
que l’on ait, en tout point du fluide 2, 





PERS > - Nese a $4 
(43 bis) Tos 2 $2) + V,+ U — ox, + Due 
° JC Àe — 2 
hh ae ees an 
LED ONDES Far 


En tout point de la surface S, est appliquée une force normale, 
dirigée vers l’intérieur du fluide, et dont la grandeur égale la 
valeur prise au point considéré par la fonction 


: , er 835) 
(45 bis) I, =—p.(V,tU+%,4 : RER 


1 + S 


3° En tout point de la surface de discontinuité X qui sépare les 
L = 
fluides 1 et2, on a 


“ ‘ ki + us s + ‘ ho + UaSo\ 
0 2 AN EE ee) EN Co ) 


En vertu des égalités (45) et (45 bis), l'égalité (46) peut encore 
bs 2 
s’écrire 


-(47) LITE 
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Les pressions II,, IL, sont deux fonctions analytiques différentes, 
définies, l’une à l’intérieur du fluide 1, l’autre à l’intérieur du fluide 2. 
Mais ces fonctions se soudent l’une à l’autre sans discontinuité au 
passage de la surface X. 

On verrait sans peine qu'on se tromperait, en général, en énonçant 
une des propositions suivantes : 

Le long de la surface Ë, la pression garde une valeur constante; 

Les densités 9,, 9, gardent des valeurs constantes; 

Les concentrations s,, s, gardent des valeurs constantes ; 

Les fonctions potentielles (V, + U), (V, + U) gardent des valeurs 
constantes. 

Toutes ces propositions, fausses en général, deviennent vraies à la 
fois, lorsque l’on a les identités 


NAN 
A, = O, Du 0, don == O, 9» = 0, 
c’est-à-dire dans le cas des actions newtoniennes. 
S 3. — Stabilité de l’équilibre d’un fluide dont les éléments sont 


soumis a leurs actions mutuelles. Variation seconde du potentiel 
thermodynamique. 


Supposons que les surfaces déformables des fluides 1 et 2 soient 
soumises à une même pression normale et uniforme P. Le travail de 
cette pression deviendra, en vertu de l'égalité (29 bis), 


P| S [cos(m,, «)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz]d5, 
+ S [cos(n,, «)Dax + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz]dS, | 


ou bien 


— PDW, 


en désignant par W le volume total du système, par DW l’accroisse- 
ment que subit ce volume durant la modification du système. 
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Si la pression P est maintenue constante, ce travail dépend d’un 
potentiel 


(48) Des RM 
et le système admet un potentiel thermodynamique total 
(49) P=—=F+G+ 5. 


Nous admettrons la proposition suivante, qui n’est qu’en partic 
démontrée : 


Pour que le système soit en équilibre stable, il faut etilsuffit que 
le potentiel thermodynamique total soit un minimum. 


On exprimera donc que le système est en équilibre stable en écrivant 
que l’on a, à la fois, 


(50) 6 = o, 


(51) O20 > 0, 


pour toute modification du systeme compatible avec les liaisons. 
Bornons-nous, pour le moment, a étudier le cas d’un fluide continu. 
Dans ce cas, l’expression de 2 peut se mettre sous la forme sui- 
vante : 


/ 


od = [| FOO+FV+U-p.| de do 
va) Us e E à do 
(52) +f lie ae Os As 
+Sfe(V+U+%)+P] 
x [cos(n,, x) Dx + cos(n,, vy) Dy + cos(n,, z)Dz|d5. 
Il est très facile de voir que les équations d’équilibre, jointes aux 


conditions (27) et (28), rendent égal à o le second membre de cette 
égalité (52). 
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Soient, en un point (a, y, 3) de l’espace, V la valeur au début de la 
modification de la fonction que désigne cette lettre, et (V + 6V) la 
valeur de cette fonction au même point à la fin de la modification. 

En vertu des égalités (18), (20) et (21), nous pourrons écrire 


| OV —— Op — 80s 


+f (wv amie sa) op do" + fe Fès de 


(53) 
| + S o’ W[cos(n., x) Dax’ + cos(n,, y)Dy’ + cos(n,,z)Dz'|dS, 
n, étant la normale à l’élément dS‘ de la surface S vers l'extérieur du 
fluide; 0’ la densité du fluide au voisinage de cet élément; Dz’, Dy’, 
Dz’ les composantes du déplacement d’un point de cet élément. 
Nous aurons, de même, 

















N A \ 5 AT 
(pho) = (a Pine ge op + p54 
Ë = N 7 ! / er / / 
(54) Sas BE oo’ dv’ — e fe Jeon és de 
=p S'S c'— il ne x)Dz'+cos(n,,y)Dy'+cos(n,,z)Dz'|dS", 
0s 28 » 
o(08)= (s HP 9, 53) oe + P5; 08 


=” 





xe ow 0? w Ali F = / ! 
(55 AJ CE + Pan). odo’ — —pfe's, = 0s’ de 


—p NES “[cos(n!, x) Da’ + cos(n,,y)Dy'+ cos(n,,3)Dz']dS 


Les égalités (53), (54) et (55) donnent une interprétation simple 
de la quantité 


[LV — 6(p&)| dod — f(es)àsde 
+Se o0V{cos(n.,æ)Dæ+ cos(n,, y)Dy + cos(n., 3)Dz]dS. 


Considérons trois fluides fictifs a, b, c ayant tous trois, comme le 
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classique fluide électrique, la propriété de pouvoir offrir, tantot une 
densité positive, tantôt une densité négative. 

Le fluide & est distribué dans tout l’espace occupé par le fluide réel 
et sa densité en chaque point est do. 

Le fluide b est distribué en chaque point de l’espace occupé par le 
fluide réel avec la densité 9s. 

Le fluide c est distribué seulement à la surface qui limite le fluide 
réel, et sa densité superficielle est 


p[cos(n., æ)Dx + cos(n., y) Dy + cos(n,, z) Ds |]. 


A une modification déterminée du fluide réel correspond une distri- 
bution bien déterminée des trois fluides fictifs. 

Soient deux points M, M’, pris dans le fluide réel ou a sa surface ; 
soit 7° la distance MM’; soient », 9’, s, s’ les densités et les concentra- 
tions du fluide réel aux points M et M. 

Supposons que deux quantités g,, g, du fluide a soient concentrées 
aux points M, M’; nous imaginerons que ces deux quantités exercent 
des actions mutuelles ayant pour potentiel 


à A TEL SN ALAN Ale 
( Pop TP apt © PP op dp!) Lada: 

Supposons que deux quantités g,, g, du fluide 6 soient concentrées 
aux points M, M’; nous imaginerons que ces deux quantités exercent 
des actions mutuelles ayant pour potentiel 


ow, 
Os Os' i 


Concentrons au point M une quantité g, du fluide a, au point M 
une quantité g, du fluide 6; nous imaginerons que ces deux quantités 
exercent des actions mutuelles ayant pour potentiel 


ow ow ? 
(ss PT Jads- 


Aux deux points M, M’, concentrons deux quantités g,, g. du 


e 
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fluide ¢; nous imaginerons que ces deux quantités exercent des actions 
mutuelles ayant pour potentiel 


44 
Au point M, concentrons une quantité g, du fluide c et au point M’ 


une quantité g’ du fluide nous admettrons que ces ide quantités 
exercent des actions mutuelles ayant pour poten tiel 


(Ww + ps sat) Tea 


Au point M, concentrons une quantité g, du fluide €, et au point M’ 
une quantité g, du fluide b; nous admettrons que ces deux quantités 
exercent des actions mutuelles ayant pour potentiel 


ow ; 
Deeds: 
Supposons que les rapports 

I 0 . ] 0 
eee NY L fu, Ree) Shih / (pee 
yw Op I (p, Passeurs) W Op! 1 ((0} Oy S54 SINT 
i d ft. 4) 
= = ay . Say, wits 1 f AL : af = 
w ds Fe, p > 5,8 sr); w Qs! i (05/0 p85 PDs 


19 


0? 1 @ | oe 
W dp do! F(e, 9, $58, r), y Fs ast PCPs 0's 8) 8's 1) 


_ 





LP 0 ee 
pag. eee 2! SAR À 
W dp Os’ (9, 0°, 8) 8577) 


ne croissent pas au dela de toutes limites lorsque 7 tend vers 0; nous 
pourrons appliquer aux actions mutuelles que nous venons d’énumérer 
les théorèmes généraux que nous avons démontrés dans notre Mémoire 
Sur le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique. 
Soit Y le potentiel de toutes ces actions mutuelles. Il est tres facile 


, de L ’ 
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de voir que l’on a 


fLÈV — Spa) de — f(es)èsde 
+ S o8V[cos(n,., x)Dax + cos(n,, y)Dy + cos(n,,3)Ds|ds 





56 APRES DT Ie IS tas 
RES fltr+e - }@eyr+(s+ ee +e ) ee 96s + p — (6s)? | de 


0 





Os 


i ea 
Fay OS 


— S o(.4.69 +-8és)[cos(n,, 7) Dir + cos(n.,y) Dy + cos(n,, =) Dz |d5 


uy: 


Nous pouvons, désormais, former l’expression générale de 2? @; 
remarquons que 


0 


SX 








DEV + pU + pt) =paV+ (V+ + C+ pF) de + pas 
i / « a Oo 8 4 Os a De. 
+|(V+U +0425 — pa) + — ps) 5° RC X) 
ie [ J rc A ee de GS A \S = [IN De a ND 
1 LC et ie "do pa) So + Bere QU ay PCA FY) |D) 
ie 1 PORRLTS \rds > x DT 
+|(V+U aPC C+ Pg, pe D + (5: — 08) Sz —P(Zi + 2.) [Ds 


et nous aurons, en tenant compte des égalités (23) et (24) 


~ do és ya J a AUS ‘a | S24 ) 
(97) 67O — | (\ tt) +t+p5 pa)? o di 


AIS Lie à 6235 dv 
" \ Os 
ey - 5 OË > Or dl 
24 he C cee Dal; oye) 8. — §) 68S 
+ §[(V+U0+0+ 05 pb) ae+e(2 5) s 
x  [cos(n,.,æ)Dx+cos(n,,y)Dy + cos(n,,z)Dz|ds 
Or | 
+ Q[(V+U+0+ 95-9 a)De+e( - s) Ds| 
x  |[cos(n,.,x)Dx +cos(n,, y) Dy + cos(n,.,z)Dz|d5 

+ S [e(V+0U4+90+P] 
x Di[cos(n,,æ)D:r + cos( Ney ¥)Dy + cos(n,,2)Dz|d5! 





i 
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ae OC C db 
ee F dp? on po) 


\ 


me, 
à A dE XS ‘a 8 | de à 
== A, - 2p RO) 


+(¢ ee us 5 ) (ès) | a (6) 
— Se [(X;+ Xe) Da + (¥;+ Y.) Dy + (Zi+ Z,) Dz] 
< [cos(n,., 2) Da + cos(n,, y) Dy + cos(n,, =) Dz |d5 








= 





O2 
D 
O2 


SS 


one 


OO 
D er 


Cette expression générale de 6?@ se simplifie beaucoup lorsqu’on 
suppose que état initial du système est un état d'équilibre. Dans ce 
cas, en vertu des égalités (34), (35), (36), les termes (1 ey (2), Cone 


(4), (5), au second membre de l'égalité (57), peuvent s’écrire 























PA 
ta 
i) 











+ S | 7 ni Te Pare | [cos(r,x) Di + cos(n,.,y)Dy+cos(r.,s)Dz[dS 








AR | TE mae des ic os(n,,x)Dx +cos(n.,y)Dy +cos(r.,z)Dz]dS 





tfcos(ne,z)Dx + cos(n., y )Dy + cos(n,, 2) Dz|d5 ) ; 


Mais, les égalités (27) et (28) devant être constamment vérifiées, 
les variations de leurs premiers membres doivent être égales à o, ce 
qui donne 
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(3s)? | dv 




















of (etes) 

lee 0075 ; 

+ [TS la 
a. | Os 06s are : 
(59)4 + S E Te are 7 | [cos(n,.,x) Dx + cos(n,, y) Dy + cos(n,, 3) Dz] dS 
YP De Ds D. D yl ds 
Bees cs) [cos(n,,«) Dx + cos(n,, vy) Dy + cos(n,,z) Dz] ds 

an rs - D | [cos(n,,x) Dx + cos(n,, y) Dy + cos(n.,z)Dz] dS| = 0: 








(Go) { + Sie sèp Ki Es | [cos(tey v) Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,,3) Dz] ds 


La. S ra: sy 

[EE + oDs 
+S) =* 

faba (i+s)? 


++ S ue ——![cos(n,, x) Dx + cos(n,, y) Dy + cos(n,,z) Dz|d5 {= 0. 





[cos(2., 7) Dx + cos(n,., y) Dy + cos(n,,z) Dz| ds 





Moyennant ces égalités (59) et (60), Pexpression (58) peut s’écrire 


> ; 2(-- À) sa À— p ANENS ; 
(61) | Es pds + ap EE (ès) | de. 


O2 


Si dans l'égalité (57), nous remplaçons les cing premiers termes 
du second membre par l’expression (61), nous aurons légalité 

















~ is Oak > 
Bb flag + Gt — 24 — P55) (Oe) 
Fi ES ARTE Ws de 20H) Jang, 
Os a 0205 * Fdp À ds Tate 
+ d?€ 03 2(A—p)] 79 5 
g ( = fe) OO aay SD Sg el anes À »\2 : 
(62) + E Al Gao 2 (es th (1) 


— K HER X.) De + (Vi+ Y.)Dy + (Z;+ Z.) Ds] 
< [cos(n,,2)Dx +cos(n,, v)Dy + cos(n.,z)Dz|d5 


WwW D 
nN a 


SET 1 À 
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qui représente la variation seconde du potentiel thermodynamique du 
système dans le cas où l’état initial du système est un état d'équilibre. 
Le terme (2) peut se mettre sous une forme un peu différente. 
L’équation (7), appliquée a la surface S, le long de laquelle la 
pression garde une valeur constante, nous apprend que le segment 
dont les composantes sont 


(Xi A) OMS) Beep 


est normal à la surface S. Soit N ce vecteur, compté positivement dans 
le sens qui pénètre vers l’intérieur du fluide. On aura 


X;+ X,=— Ncos(n,, x), 
Y;+ Y.=— Ncos(n,,y), 
Z;+ Z, ==— Ncos(n,, =), 


et le terme (2), au second membre de l'égalité (62), pourra s’écrire 
+ Q EN [cos(n,,7)Da + cos (ne y)Dyet cos(ne,2)Ds]PdS. (2 bis) 


Dans le cas où nous avons affaire non plus à un fluide continu, mais 
à deux fluides 1 et 2, séparés par une surface de discontinuité 5, l’ex- 
pression de ¢?® prend une forme plus compliquée. | 

Il nous faut tout d’abord, dans ce cas, écrire les termes (1) et (2) 
en affectant de l'indice r les quantités qui y figurent, puis deux termes 
semblables où l'indice 2 remplace Vindice 1; ensuite, nous devons in- 
troduire un nouveau terme, qqui va nous arrêter un instant. 

Soient M,, M, deux points infiniment voisins situés l'un au sein 
du fluide 1, l’autre au sein du fluide 2. Désignons par X,, Y,, Z, les 
valeurs de (X;+X,), (Y;+ Y.), (Z;+ Z) au point M,; désignons 
par X,, Y,, Z les valeurs des mêmes quantités au point M, ; le terme 
en question pourra s’écrire 


+S [(e: Xs — p2X2) Dae + (pi Yi — p2 Y2) Dy + (91 Z, — 92%.) Ds] 
< [cos(n,,7) Dx + cos(n,,y)Dy + cos(n,,2)Dz\ds. (4) 
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Enfin le terme Y subira des modifications analogues à celles que nous 
venons d'indiquer; il est inutile de les étudier en détail 
Le terme (4) peut se transformer. 


Le long de la surface Pa) (OG) 
te) y 


et, par conséquent, pour tout déplacement effectué sur la surface X, 


all, —dIk = 0 
ou bien, en vertu de l'égalité (7), 
CoiX—pX:)du+(o,Y,— 0 Y,)dy + (9,2, — 2 2:)dz = 0. 


Cette égalité nous apprend que le segment qui a pour composantes 


est normal à la surface E. 

Soit N, la projection, sur la normale »,, du segment dont les com- 
posantes sont X,, Y,, Z, ; soit N, la projection, sur la normale »,, du 
segment dont les composantes sont X,, Y,, Z,; la projection du même 
segment sur la normale m, sera — N,. Nous aurons done 


PIX — 62%, =(0,N, +p,.N;)cos(n,,x), 


1 
0, Y,— paYi— (piN;+paN;)cos(n,, y), 
Bini Ge Lg —_ (OPIN, 6, N° )cos(r, 2) 


‘ 


et le terme (4) pourra s’écrire 


+ N (2: N, + 2N,)[cos(n,, x) Dx + cos(n,, y) Dy 
+ cos(nz,,z) Dz]? ds. (4 bis) 
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S 4. — Stabilité de l’équilibre d’un fluide dont les elements sont soumis 
à leurs actions mutuelles. — Conditions nécessaires. 


Pour que l'équilibre du système soit stable, il faut et il suffit que 
Von ait 


Cy) edie Seo 


67 étant donné par l'égalité (62), pour toute modification du fluide 
qui satisfait aux conditions (40) et (41). 

Nous nous contenterons d'indiquer certaines conditions qui doivent 
être nécessairement remplies pour qu'il en soit ainsi; quant à lénumé- 
ralion de toutes les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en 
soit ainsi, elle se heurte à d’extrémes difficultés; c'est seulement dans 
certains cas particuliers que ces difficultés peuvent être surmontees ; 
nous rencontrerons plus loin un de ces cas. 


PREMIERE CONDITION NÉCESSAIRE. — La forme quadralique 
































c Pike Jols 
= es + pa — 2a — oe jas 
ne a Fa Js db 2(A4 — p) 
{ AT = 95S la} aie ee Se ee eae / 2 
(63) ca [25 + 2p 5 — 28 — pe — pe UE JAB 
teas 03 2(1—4) | pe 
\ He | Sa dee (Lite sii [B 


ne doit, en aucun point M du volume occupé par le fluide et pour 
aucun système de valeurs des variables A et B, prendre une valeur 
négalive. 


Supposons, en effet, qu'au point M, pour un certain système de 
valeurs A, B des variables A et B, la forme (63) prenne une valeur 
négative et montrons qu'il sera possible alors de faire prendre à ¢?® 
une valeur négative. 

Entourons le point M d’une surface fermée 5 entourant le volume w. 
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Il est clair que l’on peut, d’une infinité de manières, déterminer une 
fonction & qui satisfasse aux conditions suivantes : 

1° La fonction w est uniforme, finie et continue à l’intérieur du 
domaine ; 

2° Elle est égale à o en tout point de la surface 5; 

3° Elle vérifie les égalités 


(64) {ls — aix) udw = 0, 
(65) | = + a | ude = 0; 


4° Lorsque la surface & se contracte autour du point M par une 
suite déterminée de formes, le rapport 





(66) ie Hh Tu? de 


tend vers une limite finie différente de o. 

A et B demeurant constants, T varie d’une manière continue d’un 
point à l’autre du fluide continu; T étant négatif au point M, par 
hypothèse, on peut prendre le volume æ assez petit pour que T soit 
négatif en tout point de ce volume; R sera alors assurément négatif. 

A l’intérieur de l’espace w, distribuons deux fluides fictifs, 7 et 7, le 
premier, 7, de densité Aw, le second, 7, de densité Bu. 

Imaginons que les actions mutuelles de deux masses 9;, g;, du 
fluide 7, admettent pour potentiel 


TO Re note 
BTE ds rae Op! + ta ee 


\ \ 





=e) 


que les actions mutuelles de deux masses ¢;, g,, du fluide 7, admettent 
pour potentiel 
Je ae ae 





qu'une masse q; du fluidez et une masse g;, du fluide 7, exercent l’une 
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sur l’autre des actions mutuelles admettant pour potentiel 


4.08 Prey ' 
(¢ Os! 7 PP son Nid 


Soit 3 le potentiel de toutes ces actions fictives. 
En vertu des hypothèses faites sur la fonction W et ses dérivées par- 
tielles, lorsque la surface o se contracte autour du point M, le rapport 


mf A Al . . i 
— ne croit pas au delà de toute limite, en sorte que le rapport 2 tend 
(v" 
vers zero. | 
Cela posé, considérons la quantité 
(67) ge [Ta do + 27, 


qui peut s’écrire, en vertu de l'égalité (66), 





Se 


=0(R+ 22 


Vv 7. 


Lorsque le volume w tend vers zéro par une suite de formes bien 


oy 


déterminées, R tend vers une limite finie et négative, tandis que : tend 
vers zéro. Nous pouvons donc assurément prendre le volume w assez 
petit pour que 9 soit négatif. 
Cela posé, considérons une modification du fluide définie de la 
manière suivante : 
1° En tout point de l’espace extérieur à la surface 5 ou de cette 
surface même, on a 


Dau; Dy oO; Dzau. seo, Doo 


et, par consequent, 


O2 
TO 


IN 
—= 0, OSi—— 02 


2° En tout point du domaine w, on a 


O2 


N N N 
2 = uol, OSEO 


Ny 


ot étant une quantité infiniment petite indépendante de x, y, =. 
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En vertu des conditions (64) et (63), cette modification vérifie les 
égalités (27) et (28); c'est donc une modification virtuelle acceptable. 
Dans une telle modification, on a évidemment 


O2 
to 
lam! 
C1 
- G 
CS 
O2 
7 
Se 
to 
~ 


No , op ‘ CRT A ’ ; 
en sorte que o?® est négatif. Par la, la proposition énoncée est dé- 
montrée. 


DEUXIÈME CONDITION NÉCESSAIRE. — La quantité N nest négative 
en aucun point de la surface S qui limite le fluide. 

Supposons, en effet, que la quantité N prenne une valeur négative 
en un point M de la surface déformable 5 du fluide ; nous allons voir 
que l’on pourrait imposer au fluide une modification qui ferait prendre 
à 2°® une valeur négative. 

Autour du point M, traçons sur la surface S une aire 5 ; déterminons 
une fonction w, variable d’un point à l’autre de l’aire 5, et satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

1° Elle est uniforme, finie et continue en tout point de l’aire 5; 

2° Elle s’annule tout le long du contour de l’aire 5; 

3° Elle vérifie les conditions 





6 S : Pic | 

(68) Hat tee 0, 
ane os 

(69) SN ae US == 0: 
bc Dr 


G 


4° Lorsque le contour de Vaire & se contracte pour venir s’évanouir 
au point M par une suite bien déterminée de formes, le rapport 


(70) k= aN) pNu?do 


tend vers une limite finie différente de zéro. 

La quantité N est, par hypothèse, négative au point M. Si la sur- 
face S a une courbure finie au voisinage du point M, la quantité N 
varie d’une manière continue au voisinage de ce point; on peut donc 
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prendre l'aire o assez petite pour que N soit négatif en tout point de 
cette aire; R sera alors assurément négatif. 

Sur l'aire c, distribuons un fluide fictif ayant pour densité super fi- 
cielle, en chaque point de l'aire, la valeur correspondante de w; ima- 
ginons que deux quantités g, g’ de ce fluide fictif exercent des actions 
mutuelles admettant pour potentiel 


qq. 


Formons le potentiel 3 des actions mutuelles de la distribution fictive 
répandue sur l'aire o. 
En vertu des hypothèses faites sur la fonction W, lorsque la surface o 


A ! = e oy A Ft 
tend à s’évanouir au point M, le rapport % ne croit pas au dela de 
2) 
Lo 


Cela posé, considérons la quantité 


toute limite, en sorte que le rapport = tend vers zéro. 





la ry 2 yy 
(71) ¢ = p Nu? do + 23, 
md o 
que l’on peut écrire, en vertu de l'égalité (70), 
31 
g=o(R+22). 
i \ fey 


Lorsque Vaire ¢ tend vers zéro par une suite de formes bien détermi- 
nées, R tend vers une limite finie et négative, tandis que 2 tend vers 
zéro ; on peut donc prendre l’aire ¢ assez petite pour que 9 soit assuré- 
ment négatif. 

Prenons une telle aire & et imposons au fluide la modification sui- 
vante : 


1° En tout point intérieur à la masse fluide, on a 


O2 
O2 


p==20, Se Os 


2° En tout point de la surface 5 extérieur ao ou situé sur le contour 
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de aire 6, on a 


Dm 0, Die 0; D2 a 


3° Dx, Dy, Dz varient d’une manière continue à l'intérieur de 
l'aire 6, et l’on a 


cos(n,, xæ)Dx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz = ust, 


dt étant une quantité infiniment petite qui a la mème valeur en tous 
les points de Paire 5. 

Nous aurons ainsi défini une modification virtuelle acceptable du 
fluide, car, en vertu des égalités (68) et (69), les conditions (27) et 
(28) seront remplies. Or, dans cette modification, on aura 


d2® = (dt), 


en sorte que 6?®@ sera négatif, ce qui démontre la proposition énoncée. 


TROISIÈME CONDITION NECESSAIRE.— Si la masse fluide est formée 
de deux fluides distincts 1 et 2, séparés par une surface de discon- 
tinuité À, la quantité (o,N,+ 9,N,) ne dott étre négative en aucun 
point de la surface. 

Cette proposition se démontre comme la précédente. 


§ 5. — Conséquence de la première condition nécessaire. 


Nous avons, en vertu des égalités (22), 
dU = — (X,dx + Y,dy + Z,dz). 
Les égalités (18), (19), (20), (21) nous donnent 
dV = —(X;dx + Y;dy + Z;dz + dp + sds). 


L’égalité (20) nous donne 


nm ew ys 
di = — de fes ar ds — ds fr £ 5e 3 


DES ; , 02 y . fes ou le me 
— de fr 5. Tk Ae ls dy frs dir dz 2 Jear Se de": 
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ou bien, en vertu des égalités (19), (20), (21), 

















OA sind ze a OY; 
da. = sah Ps Fig she = — dy a ae 5 da. 
op .' 
On trouverait de méme 
OY 
ds = Sede + ds + onda 


= dy + a des, 


Considérons l'égalité (35), vérifiée en tout point du fluide, et diffe- 
rentions-la en tenant compte des égalités précédentes et des identités 


val 


OX, OY, OL, 
— O, = = 


0; Op Rs dp 











oO 


Nous trouvons 





ae Os =) 


| eS +e53 == 2A — p de 








) NEA : 
| — 5 [e(Xi+ X.)] de 
ape S[e(Yit Y,)dy]— Sl p(Lit Z,)dz| =o. 


Multiplions par o les deux membres de l’égalité (36), vérifiée en 
tous les points du fluide, et différentions-la, en tenant compte des éga- 
lités précédentes et des identités 


RTE NUE 02, 
Os pie Os at Oi ae 








Nous trouvons 





ears Ors ass S = ds } HE Le lo 
(@ ae ° Op 7 :) dp 


a 





CGS) 
= Os 20(A—p 0 a Ë 
— Pos ah | as jg Le (Xs + Xe) | dx 
- 0 
ca i Does Y.)dy] LE 5, Le(Zit+ Z.)dz]— 0. 
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Multiplions les deux membres de l'égalité (72) par do, les deux 
membres de l'égalité (73) par ds, et ajoutons membre à membre les 
résultats obtenus; nous trouverons une égalité que nous pourrons 




















écrire 
(25 + 55 — 24 0%) (de) 
eon : cee om Goes 
CURE | 53 (e(Xe+ X.))de + 2 (o(X,+ X.))ds| dx 
| + [SCA Ve) dp + EC Y))ds| dy 
ee | 55 (0 (Zi + Z.))de + £ (OCZ + Z.)yds| dz. 


La première condition nécessaire, démontrée au paragraphe précé- 
dent, nous montre alors que l’on aura, pour tout segment infiniment 
petit tracé à l’intérieur du fluide, 


2 (a(X,+X.))dp + 2 (p(Xi+ X_))ds | dr 


| 
(75) | + E (e(Yit Y.))de+ 2(e(¥ + Y.))ds | dy 
+ 


| Ad 
5 (8CZ +Z,))ydp + S(p(Z + Z, Dds| devel 


Cette conséquence de notre premiere condition permettrait, on le 
voit sans peine, de retrouver la troisième condition en regardant les 
fluides 1 et 2, non plus comme séparés par une surface géométrique, 
mais comme reliés l’un à l’autre par une couche de passage continue et 
extrêmement mince. 
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§ 6. — Cas des actions newtoniennes. 


Nous avons donné, dans notre Mémoire Sur le potentiel thermody- 
namique et la pression hydrostatique, le nom d’actions newtontennes 
aux actions pour lesquelles la fonction W dépend de la seule variable r. 

Pour de telles actions, on a 

















ao = O, $ = 0, 
ox; ox 
de sn a Os Re” 

(76) oY; oY, 
Oo A9) Os us; 
AR ove 4 


Voyons ce que deviennent, pour de telles actions, nos diverses 
conditions nécessaires pour la stabilité de l’équilibre. 

La deuxième condition, par laquelle nous commencerons, ne change 
pas de forme; en aucun des points de la sur face qui limite le fluide, 
la force, tant intérieure qwextérieure, appliquée à un élément de 
masse du fluide, ne peut étre dirigée vers l'extérieur du fluide. 

La troisième condition se simplifie si l’on observe que, dans le cas 
des actions newtoniennes, les quantités (X;+X,), (Y;+ Y.), 
(Z;+ Z.) varient d’une manière continue lorsque l’on traverse la sur- 
face de contact de deux fluides différents 1 et 2. On aura, des lors, 


Ni NG = ; 


et la troisième condition exigera que l’on ait, en tout point de la sur- 


face EX, 


A la surface de contact de deux fluides différents, la force, tant 
intérieure qu'extérieure, ne peut jamais être dirigée du fluide le 
plus dense vers le fluide le moins dense. 
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La première condition prendra simplement, en vertu des éga- 
lités (76), la forme suivante : 


La forme quadratique en A, B 


NEC Calpe CL OP a ee Oa 
Maes a or) Ss Alana Comers) AP 


AEOT 2(A — wp) 
+? | 5a + ae 


ne peul jamais être négative en aucun point du fluide, et pour aucun 
système de valeurs de À, B. 
De cette condition on peut déduire une série de conséquences. 
L'une de ces conséquences est la forme particulière prise, dans ce 
cas, par la condition (75) qui devient, en vertu des égalités (76), 


(78) [((X;+ X.)dx + (Y;+ Y.)dy + (Z;+ Z,)dz|do2o. 


Cette inégalité (78), on le voit sans peine, peut s’énoncer ainsi : S/ 
la direction qui va du point M au point voisin M’ fait un angle aigu 
avec la direction de la force, tant extérieure qwintérieure, la den- 
sité ne peut être moindre au point M qu'au point M; elle ne peut 
étre plus grande au point M’ qu’au point M, si la direction MM’ fait 
un angle obtus avec la direction de la force. On sait d’ailleurs 
qu'elle est la même au point M et au point M, si la direction MM’ fait 
un angle droit avec la direction de la force. 

On peut appliquer cet énoncé méme au cas ot les points M, M’ sont 
séparés par une surface de discontinuité; il renferme alors la deuxième 
condition et la troisième condition, nécessaires pour la stabilité. 

Pour que la forme (77) ne puisse devenir négative pour aucun sys- 
tème de valeurs de A et de B, il faut que l’on ait les inégalités 





a ets 
(79) 5. (95: ) 20, 
dE , 20—#)s 
(60) OR PL et 0) 








oe 2 OÙ ac 2(À— p) ae FA ars te | 
et) 8 = La; (? alike: Ale or ec si 
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Ces diverses inégalités conduisent a des propositions intéressantes. 
On a, en effet, en tout point de la masse fluide, en vertu des égalités 


(38) et (76), 
(82) 


Cette égalité détermine la densité 9 en un point du fluide lorsqu’on 
connaît en ce point la pression IT et la concentration s. Supposons que 
la concentration s demeurant constante, la pression If augmente 
de dIT; l'égalité (82), différentiée, donne 


Set) de = dll. 


Jointe a la condition (79), cette égalité nous apprend que, lorsque la 
pression croit en un point du fluide sans que la concentration en 
ce point éprouve aucun changement, la densité en ce point ne peut 


JX 


= LI 


HS) 
YU 


diminuer. 

Supposons maintenant que, I] étant maintenu constant, s varie de ds ; 
l'égalité (82) nous donne 

co) 





Uy pk do + ¢ UTS sh 
d2\" do Ge RE on 


Lorsque la pression en un point d'un fluide est maintenue con- 
slante, un accroissement de la concentration en ce point produit 





une variation de la densité dont le signe est celui de — 2 
En tout point d’un fluide, on a les égalités 
ne 2 OË T SE ps 
(35) C+. RE TN 0: 
\ Y dp I+ Ss 4 
A G Ni 
(36) Œ BUT 


Os (1+ s)? 


Ces égalités, différentiées, donnent 


> 





74 ae 2€ À 
(RE +8) de + |S +e Pe — ces | ds = Xdw + Y dy + dds, 


2(A— p) 
ast Gas | ds = 0, 


w 


LESTE + es 
dsde © 
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en posant, pour abréger, 
X = X;+ X,, Ne ee Sa L=Z;+ 2, 


Résolvons ces équations par rapport à do, ds, en tenant compte de 
l'égalité (36); nous trouvons sans peine 


its 2(4 —p) 








(83) dp= CET (X da + Ydy + Zds), 
dt 
Pad y 
(84) ds =— —— (X dx + Y dy + Zdz). 


En tenant compte de la condition (80), l’égalité (83) nous redonne 
cette proposition, que nous avons déjà trouvée autrement : 


Le long d’un chemin élémentaire faisant un angle aigu avec la 
direction de la force, la densité ne peut être décroissante. 


L'égalité (84), jointe à la proposition que nous avions précédemment 
$ ) | 
obtenue, conduit a une nouvelle proposition : 


Si, sous pression constante, un accroissement de concentration 
du fluide entraine une augmentation de densité, la concentration 
ne peut être que croissante le long d’un chemin élémentaire fai- 
sant un angle aigu avec la direction de la force; Vinverse a lieu 
Sl, Sous pression constante, un accroissement de concentration du 
fluide est accompagné d’une diminution de densité. 


§ 7. — Fluides dont les divers éléments se repoussent ou s’attirent 
en raison inverse du carré de leur distance mutuelle. 


Considérons maintenant un fluide dont les divers éléments se re- 
poussent en raison inverse du carré de leur mutuelle distance; nous 
aurons alors 


(85) y = ¢, 
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€ élant une constante positive. Cette détermination de la fonction W 
entraine, en vertu de théorèmes connus, la conséquence suivante 
Dans l'expression de 6?®, donnée par l'égalité (62), la quantité que 
nous avons désignée par Y est essentiellement positive. De la, on 
déduit sans peine cette proposition : 


Les conditions que nous avons indiquées comme nécessaires pour 
la stabilité de l’équilibre d’un fluide deviennent en même temps 
suffisantes dans le cas où les actions mutuelles de deux éléments 
quelconques du fluide se réduisent a une force répulsive inver- 
sement proportionnelle au carré de la distance des éléments. 


Il n’en est plus de même lorsque l’action inverse au carré de la dis- 
tance mutuelle qui s’exerce entre deux éléments fluides est une action 
attractive. On a, dans ce cas, 


(86) Y=-d, 


f étant une constante positive. Un théorème connu nous apprend que, 
dans ce cas, la quantité que nous avons désignée par Y est essen- 
liellement négative. 

Ce caractère de la quantité Y ne nous fournit pas les conditions qui 
suffisent à assurer la stabilité de l'équilibre du fluide; mais il nous 
permet de compléter les conditions nécessaires déjà trouvées par les 
additions suivantes : 


° Il ne peut exister deux fonctions continues A(x, y,3), 
B(x, y,z), dont l’une au moins diffère de zéro, telles que l’expres- 
sion 


6: 
0 





OL! sey 


Fi lal ja ; 

“aye | de? =) LAC, y,3)\? +(53 + nr] [Bta,.y, z)]° 
“ot gre eos | : 
aie 2. E RPG Os As — Th | Ay 3) B(@y, 2) 


soul égale a zéro en tous les points d’un volume fint faisant partie 
de la masse fluide. 

2° La quantité N ne peut étre égale à zéro en tous les points 
d’une aire d’étendue finie tracée à la surface qui limite le fluide. 
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3° La quantité (p,N,+p:N,) ne peut être égale à zéro en tous 
les points d’une aire d’étendue finie tracée à la surface de sépa- 
ration de deux fluides x et 2. 


Entre les deux cas que nous venons de traiter se trouve le cas où 
les éléments qui composent le fluide n’exercent l’un sur l’autre aucune 
action; dans ce cas, la quantité Y est égale à zéro et nous pouvons 
énoncer la proposition suivante : 


Lorsque les éléments qui composent le fluide sont sans action les 
uns sur les autres, les conditions nécessaires pour la stabilité de 
l'équilibre doivent être complétées comme nous venons de l'indiquer 
pour le cas où les éléments s’altirent en raison inverse du carré de 
leur distance mutuelle, et elles deviennent alors conditions suffi- 
santes. 


C’est le résultat auquel nous étions parvenus directement en d’autres 
publications ('). 

Tracons une surface fermée 6, enfermant un volume w contenant 
tout ou partie du fluide. Soit y la normale à la surface o vers l'extérieur 
du volume #; on sait que l’on a identiquement 
(85) S PE 43 =  AÇU + V) dw. 

ç 45 

Appliquons d’abord cette égalité au cas d’un fluide dont les divers 
éléments se repoussent les uns les autres en raison inverse du carré de 
leur distance mutuelle et sont attirés ou repoussés en raison inverse 
du carré de la distance par des masses extérieures. L'égalité (85) nous 


donnera 
AUR o: AV = — Ate. 


L'égalité (87) deviendra 


O(U + V) 
S age de: jne{ pdw. 


LA y 








(') Sur la stabilité de l’équilibre des corps flottants (Journal de Mathéma- 
tiques, 5° série, t. 1, p. 91). — Dissolutions et mélanges; 1° Mémoire : L’équi- 
libre et le mouvement des fluides mélangés (Travaux et Mémoires des Facultés 


de Lille, t. IIT.B), 
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Le second membre étant à coup sir négatif, il en est de même du 


» he ’ ‘ ‘2 A 0 U M 
premier; il y a donc assurément des points de la surface ¢ où ee. 
v 


est négatif. En ces points, on a 
(X;+ X,) cos(v, x) + (Y;+ Y.)cos(v,y) + (Z;+ Z,) cos(v, z) > 0; 


en ces points, la force tant extérieure qu'intérieure fait un angle aigu 
avec la normale v. Des lors, nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 


Un fluide dont les divers éléments se repoussent en raison in- 
verse du carré de la distance est soumis à l’action de masses exté- 
rieures qui altirent ou repoussent ces mêmes éléments en raison in- 
verse du carré de la distance; ce fluide est en équilibre stable ; 
traçons une surface fermée renfermant ce fluide en totalité ou en 
partie. Ilexiste sur cette sur face des points tels que si l’on s'éloigne 
d’un tel point suivant la normale à la surface et vers l'extérieur 
de la.sur face, on rencontre, après un trajet infiniment petit, un 
fluide au moins aussi dense que celui qui se trouvait au point que 
l'on a quitté. 


De cette proposition se déduisent les conséquences suivantes : 


St, dans un tel fluide, on trace une surface d’égale densité 5 
qui soit fermée, toute surface d’égale densité a’, tracée à l’inté- 
rieur de la surface 5, correspond à une densité au plus égale à 
celle que l’on rencontre sur la surface 5; toute surface d’égale 
densité 5", contenant à son intérieur la surface 6, correspond à 
une densité au moins égale à celle que l’on rencontre sur la sur- 
Jiaceo: 

Le fluide que nous étudions ne peut étre en équilibre stable s’il 
est limité par une surface libre fermée. 


Considérons, maintenant, un fluide dont les divers éléments s’at- 
lirent en raison inverse du carré de la distance et sont attirés ou 
repoussés en raison inverse du carré de la distance par des masses 
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extérieures. Nous aurons, en vertu de légalité (86), 
AU 0, AV = 4x T0, 


et l'égalité (87) deviendra 


Vy O(V+U ; 

xe ATf | pgdw. 
o dv ine Ww 

Le second membre étant assurément positif, il en sera de même du 

premier, et nous obtiendrons des résuliats inverses de ceux que nous 


venons d’énoncer. 


§ 8. — Masse fluide, animée d’un mouvement de rotation uniforme 
et dont les divers éléments s’attirent en raison inverse du carré de 
la distance. 


Imaginons une masse fluide dont les éléments s’attirent en raison 
inverse du carré de la distance mutuelle, et sont attirés suivant la 
même loi par des masses fixes; supposons en outre que cette masse 
fluide soit animée d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un 
axe donné. On sait combien il est difficile de déterminer la figure 
d'équilibre de cette masse et d'établir les conditions dans lesquelles 
cet équilibre est stable. Nous ne prétendons pas ici résoudre ce pro- 
blème dans des cas nouveaux; nous voulons seulement apporter la dé- 
monstration de quelques propositions que l’on a toujours regardées 
comme certaines. 

Prenons l’axe de rotation pour axe des z. Soit w la vitesse angu- 
laire de rotation. On sait que, pour obtenir l'équilibre relatif de la 
masse fluide, il suffit de chercher l'état d'équilibre absolu qu'elle 
prendrait sous l’action des forces qui la sollicitent réellement et de 
forces fictives (forces centrifuges) admettant pour fonction potentielle 


(88) W=— (a+ pt). 


2 


Les considérations précédemment exposées touchant l'équilibre des 
fluides s'appliquent donc à ce cas. 


190 P. DUHEM. 


Touchant la stabilité de cet équilibre relatif, nous nous bornerons 
à rappeler le résultat suivant, dû à MM. W. Thomson et Tait: 


Soit un système soumis à des forces ayant pour potentiel Q; ce 
système est en équilibre relatif, et sa force vive est €. Si von sur- 
POSE EN CE SYSTÈME DES RESISTANCES PASSIVES, pour que l’équilibre 
relatif soit stable, il faut et il suffit que la quantité (Q + €) soit 
un minimum. 


Dans le cas général, où nous nous sommes placés, où le système 
renferme des fluides compressibles, ce n’est plus à la Mécanique, mais 
à la Thermodynamique qu'il faut faire appel pour traiter de l’équi- 
libre et du mouvement de ce système. La proposition de MM. Thomson 
et Tait devra alors être remplacée par la suivante : 


Pour que Véquilibre relatif d'un système Qui OFFRE DES RESIS- 
TANCES PASSIVES soll stable, il faut et il suffit que la somme (D + €) 
de son potentiel thermodynamique et de sa force vive soit 
minimum. 


On démontrera sans peine que cette condition est suffisante en s’ap- 
puyant sur les principes que nous avons posés ailleurs (') et en imi- 
tant Jes raisonnements donnés par Lejeune-Dirichlet dans le cas de 
l'équilibre absolu. Quant à la nécessité de la condition, pour un 
système qui ne dépend que d’un nombre limité de paramètres va- 
riables, elle se déduira de l'étude des petits mouvements du système, 
selon la méthode appliquée par Lagrange à l'équilibre absolu et par 
MM. Thomson et Tait à l'équilibre relatif. La démonstration ne pourra 
s'étendre au cas de systèmes dépendant d’un nombre illimité de para- 
mètres variables sans postulat spécial; on pourra répéter à cet égard 
ce que nous avons dit au sujet de l'équilibre absolu, au début de notre 
Mémoire sur la stabilité de l'équilibre d’un corps flottant. 

Admettons dorénavant que le minimum de (® + €) soit la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour la stabilité de l'équilibre relatif d’un 





(1) Commentaires aux principes de la Thermodynamique, 3° partie, Cha- 
pitre IV, § 2 (Journal de Mathématiques, 4° série, t. X, p. 263). 
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système qui offre des résistances passives, ou, selon la dénomination 
adoptée par M. Poincaré ('), pour la stabilité séculaire du système. 

M. Poincaré, en étudiant la stabilité relative des figures ellipsoi- 
dales d'équilibre d’une masse fluide homogène animée d’un mouve- 
ment de rotation, n’a pas cherché d’une manière absolument générale 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la somme (Q + €) 
soit minimum ; au § 9 de son Mémoire, il traite seulement le cas où le 
mouvement troublé du systeme est encore un mouvement uniforme 
de rotation, de méme vitesse angulaire w, autour du méme axe OZ; 
au § 10, le cas où le mouvement troublé correspond à un méme 
moment de quantité de mouvement par rapport à l'axe OZ que le 
mouvement initial, ce qui suppose que les forces perturbatrices avaient 
un moment nul par rapport à l’axe OZ. C’est dans le premier de ces 
deux cas que nous nous supposerons placé ; celte restriction est sans 
inconvénient pour l’objet que nous nous proposons; les conditions 
qui, dans ce cas restreint, sont nécessaires pour le minimum de 
(® + €), demeurent nécessaires dans le cas général. 


Dès lors, les conditions nécessaires pour la stabilité de l'équilibre 
absolu d’une masse fluide dont les éléments s'altirent en raison 
inverse du carré de la distance (conditions énoncées au §7) demeu- 
rent nécessaires pour la stabilité séculaire de la méme masse 
animée d’un mouvement de rotation uniforme, pourvu que Von 
ajoute aux quantités (X;+ X,), (Y;+ Y.), (Z:+ Z) les compo- 
santes X,, Y,, Z, de la force centrifuge. 


D'après l'égalité (88), on a 
(89) Nearer Vas 8, Lez Or 


L'identité (87), appliquée au cas actuel, devient 





(90) S o(U allele ds = [ (U+V + W)dw. 





(1) H. Poincaré, Sur l'équilibre d’une masse fluide animée d’un mouve- 
ment de rotation (Acta mathematica, L. VI, p. 259; 1885). 


~ 
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En vertu des égalités (86) et (88), ona 


All 20; AV = 4Tfe, AW = 207, 


Soient 2. = i o dw la masse contenue dans la surface ¢ el w= [aw 
114 


le volume qu’enferme cette surface. L'égalité (go) deviendra 





j J+ V ne à 
(91) N AS er - Lee 2(27 fu — wo’). 


oN 
ç 


7 = 


En raisonnant sur cette égalité comme nous l’avons fait au § 7 sur des 
égalités analogues, nous arrivons aux conséquences suivantes : 


Traçons une surface fermée a englobant un volume w et conte- 


nant une masse v. du fluide. 


Tf 


= be À 2 
Si l’on a wo? < = 
{ J 
si Von s'éloigne de l’un de ces points en pénétrant à l’intérieur du 
volume w, on ne rencontre pas de masse fluide moms dense que 





» tl est des points M sur la surface 5 tels que 


celle qui se trouvail au pornl M. 





LE = Tuer : 
SORA i » l'est des points M sur la surface 5 tels que 
Le 2 


st l’on s'éloigne de l’un de ces points en pénétrant à l'intérieur du 
volume w, on ne rencontre pas de masse fluide plus dense que celle 
qui se trouvait au point M. 


Appliquons celte proposition à une surface entourant la surface 
limite du fluide et infiniment voisine de celle-ci; nous en conclurons 
qu'une masse fluide terminée par une surface libre ne peut pos- 
séder la stabilité séculaire si l’on a 


aa 2a fal 


DE va 


ot étant la masse totale du fluide et © son volume. 
M. Poincaré avait montré (') que, dans ce cas, la résultante des 





(*) H. Potncaré, Bulletin astronomique, t. U, p. 117. — Tisserann, Traité 
de Mécanique céleste, t. Ul, p. 108. 
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forces intérieure, extérieure et centrifuge est, en certains points de 
la surface limite du fluide, dirigée vers l'extérieur; il en avait conclu 
que la masse ne pouvait être en équilibre stable; notre analyse dé- 
montre un intermédiaire que M. Poincaré regardait comme évident. 

Supposons la vitesse angulaire de rotation w assez faible pour que 
l’on ait assurément, en tout point de la masse fluide, 


(92) DTA 
On aura alors, quelle que soit la surface 5, 


aT fp 


Ww 





(Sy eet 


et l’on pourra énoncer les théorèmes suivants : 


St l’on trace, dans une région continue de la masse fluide, une 
surface fermée en tous les points de laquelle la densité du fluide 
ait la même valeur, en tous les points intérieurs à cette surface la 
densité a une valeur au moins égale à celle qu'elle prend sur la 
surface. 

St une surface fermée sépare deux fluides continus différents, le 
fluide le plus dense est intérieur à la surface. 


Ces propositions ont toujours été regardées comme certaines par 
les auteurs qui, depuis Clairaut, ont traité de la figure des planètes, 
bien qu'elles n'aient, à notre connaissance, reçu aucune démonstration. 
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Le résultant de trois formes ternaires quadratiques ; 


Par M. Pavt GORDAN. 


Soient données trois formes ternaires 


La Lona 


etm, n, p leurs degrés dans les variables x; le résultant R est une 
fonction entière des coefficients, qui a les degrés np, mp, mn. 
Soient 


Ug, Us Ug +++) Us, 


les points d’intersection de f, et f,; on sait que le résultant R a la 
valeur 


R= f(x) f(%2) ++» f (ann). 


Dans cette expression de R, les coefficients de f entrent rationnel- 
lement; les coefficients de /, et f, y figurent implicitement dans les « ; 
il s’agit de la transformer de manière que les coefficients de /, et de /, 
paraissent aussi rationnellement. 

Pour résoudre cette question, je me sers du théorème de récipro- 
cité de M. Hermite. 

Je commence en établissant le système de fet en formant les pro- 
duits symboliques 


PAPE P, 
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qui sont les covariants et invariants, etc., asyzygétiques de f, qui ont 
dans les coefficients le degré np. 

Dans ces produits, je remplace les symboles a, b, c, ... de f par 
les coefficients %,, %,..., %np et les variables x, u par les variables uw, x. 
Dans les produits, qui résultent, je permute les indices 1, 2, ..., np 
et fais l’addition. De cette manière, on obtient des covariants, inva- 
riants, etc., Q simultanés et symétriques des formes linéaires &. 

Les formes P, qui ont les degrés À et wu dans les variables x et wu, 
vont être combinées avec les formes Q, qui ont les degrés vu. et A, de 
manière que l’on obtienne des invariants U, 


CS ERs Daa ALES 
Le #ésultant R peut alors être représenté par un agrégat, 


RU ALLER AU 


où les sont des coefficients numériques. 
Les produits Q sont des covariants, invariants, etc., simultanés 


(combinants et semicombinants) des formes /, et f,; un grand nombre 
peuvent être remplacés par les covariants, invariants, ete., de la forme 


0 = Uy, Ug,» + Ug, 
Dans le cas 
n=p=2 et Mae a 
ce fait a lieu pour tous les Q et dans le cas 
Thess) ise 2 et = AOU, 


il a lieu pour tous les Q, excepté une forme. 

Pour calculer les coefficients numériques c, on peut remplacer les 
formes f, f,, /2 par des formes spéciales. Il est avantageux de rem- 
placer la forme f par le produit de m formes linéaires. 

Pour donner un exemple de nos procédés, je veux calculer de eette 
manière le résultant de trois formes ternaires quadratiques. 
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I. — Les combinaisons (P,Q). 


Le résultant R 


Ie 


. 





des formes 


est un invariant simultane de ces formes, qui a le degré 4 dans leurs 


coefficients. 


Les trois formes ont les systèmes 





I; CODE AN GL) 
me Ds A rote. 

Ju (Tu) Ai gs caath 
fes CORRES? REA 

il faut les combiner. 

Soient 

PRET ITEM 
les points d’intersection de f, et f.. 
R a la valeur 
(1) Re aber: 


il faut le transformer pour que les coefficients de f, f,, f, y entrent 
ralionnellement. 
Les produits symboliques asyzygétiques, qui sont invariants, ete. 
de f et qui ont le degré 4 dans ses coefficients, sont 
PE ee Oe Pe (duped... 
Pye GUL COL} +, Pee Cave). a. 


On en déduit les formes simultanées symétriques des quatre formes 


199 GORDAN. 


linéaires & : 





Q: ee (ou Ua) Us, Us, as (a, a,x)? Us, Ube, ate (a, a,x)? (dhs Te 
QQ; reed (0,050)? (a5 CPL rs (%, Hs XL)? (hs a, Xx)? + CEA Xs ees 


Q,=(aaa,) ui + (0, ogy)? Up (Oe, ee cee) oe 


a 4 


Comme le résultant est un invariant simultané de f et des formes li- 
néaires &, il est un agrégat des combinaisons des P et Q, 


( 2) R= Bigs Ei: “ta GAG IDS OF ke aie PAU SNS Qu HR CALE Où 


les c y sont des coefficients numériques. 

1] y a deux opérations à exécuter : 

1° Il faut transformer les Q, pour qu'ils contiennent les coefficients 
de f, et f, rationnellement; 

2° I] faut calculer les coefficients numériques c. 


II. — Transformation des (). 


Les Q sont invariants, covariants, etc. (combinants) de f, et f, ; ils 
peuvent être exprimés en fonctions entières des formes du système 


simultané. 
Ce système a entre autres formes celles-ci : 


CAVE D ain OB 
6 — RS EE = (re 


RAD MAI 
»=|T D, D, |. 
SD D. 


Les formes 6 et mont, à un facteur constant près, qui peul être sup- 
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primé, les valeurs 
DE ATT Se TAN Re 


La dernière formule peut être démontrée par le fait que Q, est du 
degré 2 dans les variables uw et par les formules 


Ca Q,)o,2 19; (8; Q4)o,2 = 0: 


La forme Q, a la valeur 


CERN 


» est un covariant simultané des formes linéaires «; les covariants et 
invariants de ¢ le sont aussi. (vr, 7)? u;u; est un agrégat de Q, et 
Q,u;, et (ve, x)‘ est, à un facteur constant près, Q,. 
Il est donc permis de remplacer dans la formule (2) les formes Q 
par 
PPR El UT a CRC Oy, LL: 
De cette manière, nous arrivons à un agrégat de combinaisons; en 
remplaçant chacune d'elles par un produit symbolique équivalent, la 
valeur de R devient 


ZUNE ANNE SNS 
bua.) ec (aioe a, bf +e; A) (eens + ¢,Aa,. 


Voila une formule dans laquelle les coefficients de toutes les trois 
formes entrent rationnellement. 

Il reste à calculer les coefficients numériques c, en introduisant pour 
fi 1,1: des iormes spéciales. 

Pour trouver ¢,, €, €,, nous choisissons pour f le produit de deux 
facteurs linéaires, et pour trouver c, nous prenons pour f la forme 
ri + get pour f, et /, des formes dont les invariants satisfont aux 
relations 


De Saar. Din" 
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III. — Calcul de c;, ©, C3. 


En posant f = pega, ona À = — 3(pqu)’?, A=0, 


Pode = Ci (Pe Qe)” — 30 (qe) pgpugs + teslpgre), 


eLen comparant les coefficients des termes p97), (Po Po, qu Gv)s (Po Qo) 


3 
I, Co + 2C3 — 0, Ci + C2 + 503 = 0, 


u 


/, D 
| Get. 


La formule (3) devient 


= » 9 1 oS) < 9 D] ( sf > À ( ies à » 
(4) R= (205908 4(abve, ) c,d, +2\abre,) \cdvv,}].+¢,Aa,. 
IV. — Calcul de «,. 
Loe 


Le rot Age, Dre i, {Og = 


En comparant le coefficient de A, on a 


“N\?2 
D #0 io eo DANS sf Acton Vain ere? 
o Lys ee LE Pie = 2 PO AR Tee 


Po : 
+ 2(r9,R)?\ 0, rg) ++¢, BG 


Jv 


< 
nous voulons calculer les valeurs de ces produits symboliques. Partant 


des formules générales 


3(RT 2)? = 3D r= Ds, 


3( RR) Dr 
3035, 0) =e aes HE) ab yy geod EBS. 
Dor +D,s =, hse) lee. CU ae) ae 
RP Dai: 
PD a 


SD By," 
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on trouve dans notre cas 


Po li SO, Na M Le 
PRES re CNE ES hed te ae 
CSST ETS, (RSa)* =: 122 
(gru)?*=— 5, Sr— 9; LS = 0, Br = — Boa 
(At) ee (g2,U)o—— <I, 
ue = 5 Rep +3Se,— Ter + (gue), eel eae bey $5 Uae ee 
giu;= — iT, FES =e ie Fae ee). == S, 





ï { 7 : : 
O0 at DRE nes Ba SY C373 


et la formule (4) devient 


D] 


FER 2 JANINE Fo 
CORRE Tesi) pecan ata a; by, + 2 re ab) Le cd) + HA. 


nn 


oe 
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gt 
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Sur les périodes des intégrales doubles et le développement 
de la fonction perturbatrice ; 


Par M. H. POINCARÉ. 


Introduction. 


Soient w et u’ les anomalies excentriques de deux astres et D leur 
distance. Le carré D? est un polynome entier par rapport aux lignes 
trigonométriques de uw et de w’. 

I 
D 
Elle peut se développer soit suivant les cosinus et sinus des anomalies 
moyennes, soit suivant ceux des anomalies excentriques. 

Le premier développement est le plus employé et le plus utile; 
néanmoins il peut y avoir quelque intérêt à étudier les propriétés du 
second pour plusieurs raisons : 

1° Quand les deux excentricités sont nulles, les deux développe- 
ments se confondent, quelle que soit d’ailleurs l’inclinaison. 

2° Hansen s’est servi de développements procédant suivant l’ano- 
malie moyenne d’une des planètes et l’anomalie excentrique de 
l’autre. 

3° Enfin la connaissance des propriétés du second développement, 
qui sont plus simples, peut nous guider dans l'étude du premier déve- 
loppement. 

Quoi qu'il en soit, le carré D? est un polynome du second degré par 
rapport à cos 4, Sin uv, COS &', Sin w’. 


La partie principale de la fonction perturbatrice est précisément 
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Si nous posons 


eu TL, eu — Ve, 
oes + , 1 1 24,2 2 | 
D? sera un polynome du deuxième degré en #, — y, : eta? y* Di sera 


un polynome entier en æ, y, soit 


gy? Dt a 
Vou 
LR i eR 


De vr 


~ a ' I 0 . 
Nous sommes donc conduits à développer — suivant les puissances 


VF 
positives et négatives de x et de y. 
Je traiterai la question pour un polynome F quelconque. Pour que 
le développement soit possible et valable pour 


red} ee oo 
lel=1, lies 
il faut d’abord que F ne s’annule pour aucun des systèmes de valeurs 
de x et de y dont le module est égal a 1. 
, . 1 . ° $ A 
Sans cela, l’expression VE devenant infinie ne pourrait plus être 
4 


développée par la formule de Fourier. 


Il faut ensuite que le radical VF revienne a sa valeur primitive 
quand l'argument de x augmente de 27, de telle façon que la 
variable x décrive la circonférence tout entière du cercle 








— 180 


Regardons y comme une constante; le polynome F, considéré alors 
comme fonction de x seulement, a un certain nombre de zéros. Il faut 
que le nombre de ces zéros, qui sont à l’intérieur du cercle || = 1, 
soit pair. Cela doit avoir lieu pour toutes les valeurs de y dont le 
module est égal a1. | 

Mais il suffit que cela ait lieu pour y — 1 ; en effet, faisons décrire 
au point y le cercle [y |= 1 tout entier ; le nombre des racines de 
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l'équation F = o, qui sont à l’intérieur du cercle | «| =1, demeurera 
constant. En effet, il ne pourrait changer que si une des racines venait 
sur la circonférence |#|=1. Or, cela n’est pas possible, car nous 
avons supposé plus haut que F ne pouvait s’annuler pour || =1, 
YI= 1: 

Nous supposerons donc que, pour y =1, l'équation kf =o a un 
nombre pair de racines à l’intérieur du cercle | @|= 1. 


[1 faut enfin que le radical VF revienne à sa valeur primitive quand 
l'argument de y augmente de 27. 

Nous supposerons donc encore que, pour « = 1, l’équation F = o 
(où y est regardée comme l’inconnue) a un nombre pair de racines à 
l’intérieur du cercle |y| = 1. 

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes. 


Relations de récurrence entre les coefficients. 


' I 
Nous aurons donc le développement de — sous la forme 


VF 
Ti — NT 


et le coefficient A, sera donné par la formule 


A 42 î dx dy gee VE 1 
ab Ax? 1 ene) 


L'intégrale double doit être prise le long des deux cercles 
EARS Ng Gee 


Les coefficients A,, sont en général des fonctions transcendantes des 
coefficients de F, mais nous allons voir qu'il ya entre les A,, des rela- 
tions de récurrence de telle façon qu'il ne reste qu’un nombre fini de 
transcendantes distinctes. 

Pour simplifier, je me bornerai d’abord au cas où a +1 et b +1 
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sont négatifs, de telle façon que le numérateur de la quantité sous le 


signe ff 


soit un polynome entier. Nous verrons plus loin que les autres cas se 
ramènent aisément à celui-là. S'il y a entre les A,,(a+1<0, 
b +1< 0) une relation linéaire, cette relation s’écrira 


=) Hara 
(1) Se, 
Soave E 


H étant un polynome entier. Nous avons donc à rechercher quelles 


sont les relations de la forme (1). 
On peut en trouver de la manière suivante : soit P un polynome 


quelconque ; on aura évidemment 


(2) [CR dxdy= 0; 


car, en intégrant d’abord par rapport 4a, on trouve zéro, puisque 


—b—1 


i ay 


P VF reprend la même valeur quand, x ayant décrit toute la circonfé- 
rence |æ| =1, son argument augmente de 27. 
D'ailleurs toutes les périodes de l'intégrale double (2) seront nulles. 
Or 


= I 1 dF 
CP VE te D 
La relation (1) sera donc satisfaite quand on aura 
dP 1 dF P. 


lee 2 dx 


De même si Q est un polynome quelconque, on aura 


LE (Q VE) dxdy, 
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de sorte que la relation (1) sera encore satisfaite quand on aura 


dQ = 1 dF 


Si P et Q sont deux polynomes quelconques, on aura encore 


MECS OUT 


mais ce cas se ramène au précédent, car on a évidemment 


dP d = A eo was ) P a ~ di 
gw QF) - Fe QW) = 5 (QE iF)- £(QG iP). 


Premier cas. 
Le polynome F est homogène et de degré men x et en y; l’équation 


0 
n’a pas de racine double. 
Nous supposerons également que le polynome H est homogène et 
de degré g. 
Je dis alors que si le degré g est suffisamment élevé, on pourra 
trouver deux polynomes P et Q tels que 


_dP 1 dF dQ 1 dF 
(3) Ha E+ 5 AP 


et par conséquent que l’on aura toujours 


* f'Hdx dy 
Ie ES 


Il est clair que, si les polynomes P et Q sont homogènes de degré p, 
on aura 





g=m+p—t, 
ce qui exige déjà 
gim—t. 
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Maintenant, pour déterminer les polynomes P et Q, je vais opérer 
de la façon suivante : Je déterminerai d’abord deux polynomes A et 
B, homogènes et de degré p, par la relation 

dF dF 
né mr lu — —e 
(4) Hag abs 

Le polynome H contient g + 1 coefficients; en identifiant les deux 
membres de l'équation (4), nous trouverons donc g +1 équations 
linéaires auxquelles les coefficients de A et de B devront satisfaire. 

Le polynome A contient p + 1 coefficients de même que B; nous 
avons donc 2p + 2 inconnues. 

Si donc 


qg<2p +1, d’où g >2m— 3, 


nous aurons plus d’inconnues que d’équations. 
Si 
9 ‘ © 
q =2p +1, d’où q = 2m — 3, 


nous aurons autant d'équations que d’inconnues. 
Si enfin 
Gg > 2p el; d’où g<2m— 3, 


nous aurons plus d'équations que d’inconnues. 
Je dis que si g22m — 3, on pourra satisfaire à la relation (4). En 
effet, nous avons supposé que l’équation F = o n’avait pas de racine 


. t dF : dF ‘ . 
double; il en résulte que — et — ne peuvent s’annuler à la fois (sauf 
'TRREETY 


bien entendu pour x = y = 0). 
Supposons d’abord 


g=2m— 3, d’où q=2p+1, p=Mm — 2. 


Nous avons alors autant d'équations que d’inconnues ; nous pour- 
rons donc y satisfaire, pourvu que le déterminant de ces équations 
linéaires ne soit pas nul. | 

Mais si ce déterminant était nul, on pourrait trouver deux poly- 
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nomes C et D, homogènes de degré p, tels que 





dE dF 
%, divisant le produit D@ et étant premi a, divisera D 
ae? é P dy © étant premier avec 7» divisera D. 
Mais cela est absurde, puisque D est de degré p= m — 2 ar de 
ax 


degré m — 1. 

Donc le déterminant n’est pas nul. 

Donc on pourra satisfaire à nos équations et par conséquent à la 
relation (4). 

Soit maintenant g > 2m — 3; alors H pourra se mettre d’une infi- 
nité de manières sous la forme 


Hee CG Hp CoH, ; 


H, et H, étant deux polynomes homogènes de degré 2m — 3, C, et 
C, deux polynomes homogènes de degré g — 2m + 3. 
Alors H, et H, pourront se mettre sous la forme (4), de sorte que 


dF dF 
lin — A, Ee nl dy’ 
+ dE 
TN COTE ees 
- 2 dr 2 dy 


Il vient alors 


Pier AC A) (CB PAST 


de sorte que H est mis aussi sous la forme (4). 

Si enfin g < 2m — 3, tous les polynomes H ne peuvent pas étre mis 
sous la forme (4), puisque le nombre des équations est plus grand 
que celui des inconnues. 

Il y ag +1 polynomes H de degré g linéairement indépendants. 
Sur ces g + 1 polynomes, il y en aura au plus 2p + 2=2m+4— 9 
que l’on pourra mettre sous la forme (4). 

Je dis qu'il y en aura précisément 2p + 2; le contraire ne pourrait 
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arriver en effet que si un de ces polynomes pouvait être mis sous la 
forme (4) de deux manières différentes. Cela entrainerait une égalité 
de la forme 

CMD 


dx dy apts 


Or, nous avons vu qu'une pareille égalité est impossible, si le. 
degré p de C et de D est inférieur à 72 — 1. 

Donc, sig <'2m — 3,1l y aura 2m — 4 — q polynomes H de degré g, 
linéairement indépendants, que l’on pourra mettre sous la forme (4). 

Combien y a-t-il alors, parmi les polynomes de tous les degrés, de 
polynomes H non susceptibles d’être mis sous la forme (4), linéaire- 
ment indépendants entre eux et indépendants également de ceux qui 
sont susceptibles d’être mis sous la forme (4)? 

D'abord tous les polynomes de degré 2m—3 ou de degré supérieur 
pouvant se mettre sous la forme (4), il nous reste 


(2m — 3)(m—t) 


polynomes de degré inférieur à 2m — 3. 
Parmi ceux-la, il y ena 


E(p +1) 


qui peuvent être mis sous la forme (4). Sous le signe X le nombre p 
varie deo am — 3. 
Donc 
2ËÈ(p+1)=(m—2)(m—:1). 


Il reste donc (7m — 1)* polynomes qui ne peuvent pas être mis sous 
la forme (4). 


Passage de la forme (4) à la forme (3). 


Supposons donc que H ait été mis sous la forme (4), il s’agit de le 
mettre sous la forme (3). 
Pour cela, remarquons que l’on a 
dF dF 


ee ire 
mF= Dé i ar 
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L’équation (3) devient donc 


1 see bag Ae 9 N dQ AR ge v (dP dQ \ 
ess ae) | 


Si done nous posons 








à 7P dO 
Z — ES EX 

dx dy” 

on devra avoir 

P aE 

A iy ro ) 
rae 2 ni 
(9) O 2 
qu Tt 


A et B sont connus, il faut déterminer Z, P et Q. 
Différentions la première des équations (5) par rapport à x, la 
seconde par rapport à y et ajoutons, il viendra 





LAT Stab eZ a Zeke («#2 2) 
dx RE m m\" dx Y dy, à 


Mais, en vertu du théorème des fonctions homogènes, on a 


aL. al 4 
a= Ya — (p —1)2. 


Tor. 
On a donc 





dA dB I P +1 
— +—_=Z(-++*—}), 
dx dy 2 m 


ce qui donne Z; Z étant connu, les équations (5) donneront immé- 
diatement P et Q. 

Si donc un polynome H peut être mis sous la forme (4), il peut 
également être mis sous la forme (3), de sorte que l’on a 


PUR 
—— = 0. 
VE 


Une question subsidiaire se pose : un polynome homogène H peut- 
il être mis de plusieurs manières sous la forme (3)? En d’autres 
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termes, peut-on trouver deux polynomes homogènes P et Q, tels 


que 


1 = d = 
(6) ga (PVF) + 7 (QyF) = 0. 


L’équation (6) admet une solution évidente. Soit S un polynome 
homogène de degré 


P+Ii—m=q+2— 2m. 
Il est clair que l'équation (6) sera satisfaite si l’on fait 
me d 3° = d (s BTE 

PVF= (SF) QUF=- (Sr), 


c'est-à-dire 


P — 4 ds 3 S dF - 
dy 5 sid» 
aah Bc) GARY 
O — - I Se ae a 
ne dx OU e 
Cette solution n’existe que si 
p2m—\1, d’où g22m — 2. 


Je dis qu'il n’y en a pas d'autre. 
Si, en effet, P et Q satisfont à l'équation (6), c'est que 


QVF dx — P VF dy = dT 


est une différentielle exacte. 


Posons donc 


O VE = ay P VF = 


dx 


dv 
See 


T ayant pour dérivées des fonctions homogènes, devra être elle-même 
une fonction homogène (à une constante près, que je puis supposer 


nulle }. 


SUR LES PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES. 213 


0 4 à . , m t 
La fonction homogène T sera d’ailleurs de degré p + — +1; d'où 
2 


(p+2+1)T= woe +9 = VE (Qx— Py). 


Ainsi T est égal à ÿF multiplié par un polynome entier Qa — Py. 
Pour montrer que 


d’où 


QE Py = SF, 


il suffit de faire voir que Qx — Py est divisible par F. En effet, on a 


2 dT d\/F Rd 
(p+2+)T = DE (Qu — Py) + VF (Qe —Py), 


ou 








ie IF 4 
(p —- _ —— 1) Que UE == (Qa —Py)+ VF > (Qx — Py), 


ou 


(p+® +1)QF =; OR et (On = Pr) 


. € | e . . ° dF D) QUE 
ce qui montre que F divise le produit (Qa — Py). Comme léqua- 


: = : : dE = 
tion F = 0 n’a pas de racine double, F est premier avec ae Donc E 


divise Qx — Py. MIO De 
Exposants négatifs. 


Nous avons vu que le coefficient de Dre était donné par l'intégrale 


double 
de dr y is 
i wal VE(x, y) 


Jusqu'ici nous avons supposé que a + 1 et b +1 étaient négatifs, de 
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telle façon qu'au numérateur de la fonction sous le signe ff; les expo- 
sants de x et de y soient positifs. 

Ne nous imposons plus cette restriction. 

Il est clair d’abord que le cas où un de ces exposants est négatif, et 
celui où ils le sont tous les deux, se ramène aisément à celui où ils sont 
tous deux positifs. Supposons par exemple que 


at+i>0o, b+1<0; 
nous poserons 


d'où 





+ | Ri Oe sams te 
k CARE Ge x), 


alm 





F,(x',y) étant un polynome entier en a’ et y; l’intégrale devient 


aa ayy tas VE 
maul VE VUE 


et l’on voit que les exposants de x’ et de y sont positifs, au moins si 


alors 





Wii 
On doit donc s’attendre à retrouver une théorie analogue à celle qui 
précède. 


Mais il vaut mieux la refaire directement. 
Il s’agit de trouver les relations de la forme 


; 7. 
(1 bis) {f- a 0, 
\ À 


où H n'est plus un polynome entier en æ et y, mais un polynome entier 





I I . ay : 
enæ, y, = et ; OU; Si l’on préfère, un polynome entier en æ et y, 


divisé par une puissance de x et par une puissance de y. Nous aurons 


to 
= 
Cr 
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encore 


(2 bis) {Up ae VE da EE LE gous Ody 


4 . I I 
si P et Q sont des polynomes entiers en x, y, —> =: 
UV x oy 
Il s’agit donc de voir si l’on peut mettre H sous la forme 








dF dQ 1 dF 


‘ . af? = I > « 
3 bis Tis di Es Ree) 
(3 bis) H al = TA 27 A Ars AS) 
ou encore sous la forme 
(4 bis) H — A AT pre 


A et B étant, comme H, P et Q des polynomes entiers en wx, y, 
1 1 
tele: 
2 NA 
Nous continuerons à supposer que F, H, P, Q, A, B sont homo- 


gènes en x et y et que l’équation F = o n’a pas de racine double. 
Nous pourrons alors écrire 


HSE 


a et $ étant des entiers positifs ou négatifs et H, un polynome entier 
en x et y. | 
Si alors on peut mettre H, sous la forme (4), 


dF 
aN ecole 


(ce qui arrivera toujours si le degré de H, n’est pas plus petit que 
2m — 3), on pourra mettre H sous la for me (4 bis) 


H = A,atyiS + Bary. 


Mais il est aisé de comprendre qu'un polynome H quelconque peut 
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toujours se mettre sous la forme 
= nes 
H, xy, 


le degré de H, étant au moins égal à 2m — 3. Car on peut, sans 
changer H, muluplier H, par at (u étant arbitraire), à condition de 
changer & en & — wu. 

D'où cette conséquence : 


Un polynome H quelconque peut toujours se mettre sous la forme 
(4 bis). 


Comment maintenant passer de la forme (4 bis) à la forme (3 bis); 
un calcul tout a fait analogue à celui qui précède montrerait que A, 
B, P et Q sont liés par les équations 





/ Pade. dQ 
|‘ ar ar 
(5 bis) ig ee E xh 
2 mm 
4 ne 
| 2 m 


On en déduirait 


dx dy 2 m 


dA dB Z (+2). 


De cette équation, on tirera Z et, par conséquent, P et Q, à moins 
que 


I P+I 
(7) a m gr 


Cela montre que, si l'égalité (7) n’a pas lieu, le polynome H peut se 
mettre sous la forme (3 bis) et, par conséquent, que la relation (1 bis) 
a heu. 

D'où cette conséquence : le coefficient de «*y’ dans le développe- 
ment est nul, à moins que l’on n'ait 
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to 
>] 


Mais 
g=m+p—-1=—a—b—-a. 


La relation yeut donc s’écrire 
DT 


GTbh— 
2 


' ] . 
Le développement de =e ne contiendra done que des termes tels que 


F 


m 





la somme a + b soit égale à — 


4 


Ce résultat était évident d'avance; c’est une conséquence immédiate 


I 
V 4 
al us n’avons pas à regretter de Vavoir retrouvé par une voie 
Mais nous n g 
détournée; car les équations intermédiaires que nous avons obtenues 





de Vhomogénéité de la fonction 


chemin faisant nous seront nécessaires dans la suite. 
Mais poursuivons et supposons que la relation (7) ait heu. 
Alors les équations (5 bis) entraineront 


(8) oe eee: 
dx dy 
Ainsi, pour que H puisse se mettre sous la forme (3 bis), il ne suffit 
plus qu il puisse se mettre sous la forme (4 bis), il faut encore que la 
relation (8) ait lieu. 
Cette condition est d'ailleurs suffisante. Car alors, en faisant 





PA GS B: d’où 20, 


on salsfait aux équations (5 brs). J'ajoute même qu'on peut satisfaire 
à ces équations (5 bis) d'une infinité de manières, car la fonction Z 
peut être choisie arbitrairement. 
Nous sommes donc amenés à nous poser la question suivante : 
Peut-on mettre H sous la forme (4 bis) et cela de telle facon que 
la relation (8) ait lieu? 
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La relation (8) montre que 
Bdx — Ady = dU 


est une différentielle exacte ; on aura donc 


vu Tor 
B — OER: A = dy” 


et en vertu du théorème des fonctions homogènes 


(p+DU=zT +39 =Ba — Ay. 


7 I L . + , 
U est donc un polynome en x, y, — et —; il est homogène et de degré 
Fd 4 EY Le 
Pp FE TCD EeLye 


L’équation (4 brs) devient alors 


dF dU — dF dU 
dx dy — idy de 





(9) Ht — 


et nous avons à rechercher si l’on peut mettre H sous la forme (0). 
Soit 
U= Va NET ne 
V étant un polynome entier et homogène d’ordre h en x et en y, « et 
5 étant deux entiers positifs ; on devra donc avoir 


DE sé mv 
h—-a—$S=p ja 
Quant a H, il sera de la forme 
(10) Hf = Iasi is Pas 


R étant un polynome entier en x et y, homogène de degré h + m. 

Le polynome R comprend h + m +1 coefficients et le polynome U 
n’en contient que A +1. 

Quand nous voudrons mettre H sous la forme (9) nous n’aurons 
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done que +71 inconnues pour satisfaire à ! + m +1 équations 
linéaires. 

Des h + m + 1 polynomes H de la forme (10) qui sont linéairement 
indépendants, il y en aura au plus 2 +1 que l’on pourra mettre sous 
la forme (0). 

Je dis qu'il y en aura précisément A + 1; le contraire ne pourrait 
arriver en effet que si un de ces polynomes pouvait se mettre de deux 
manières différentes sous la forme (9) : 


dF aU ak di eon du! aF dU! 


is dx dy ia dy dx dx dy | dy dx” 





dot 
dE d(U— U') dF d(U—U’') 
dy az dx dy 





ae 


Cette équation exprime que U — U’ est fonction de F, Mais F est 
homogène de degré m et U — U’ homogène de degré 


nm 
er tre 


On devrait donc avoir 


Cela est impossible puisque U — U’ doit être rationnel. 

Donc cette circonstance ne pourra se présenter. 

Donc il y aura précisément L + 1 polynomes indépendants qu’on 
pourra mettre sous la forme (9). 

Il y en aura m qui ne pourront se mettre sous cette forme et qui 
seront linéairement indépendants Chile Clix. Gl avecccelx on peuvent 
se mettre sous la forme (9). 

Mais le nombre h peut être pris aussi grand que l’on veut. Nous 
arrivons donc a la conclusion suivante: 

Parmi tous les polynomes H, en nombre infini, il n’y en a que m 
qui ne peuvent se mettre sous la forme (9) et qui soient linéairement 
indépendants entre eux et avec ceux qui peuvent se mettre sous la 
forme (Q). 
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Ou bien encore : 
il 


VE 
cendantes des coeffieients de I’. Mais toutes ces transcendantes ne 
sont pas distinctes entre elles. Il y a en tout seulement m transcen- 





Les coefficients du développement de sont des fonclions trans- 


dantes distinctes. 
Deuxiéme cas; cas général. 


Supposons que F soit un polynome entier de degré m, non homo- 
gène en x et en y. 
Nous écrirons 
F=F,+F,.+..-+F, 


en désignant par F, l’ensemble des termes homogènes et d’ordre k 
en xeteny. 

Nous supposerons que l’équation F,, = o n'a pas de racine multiple. 
Nous ne supposerons plus, sauf avis contraire, que les polynomes H, 
P, Q, etc. sont homogènes. 

Il s’agit de déterminer les relations de la forme (1) ou (x bis); je 
vais commencer par étudier exclusivement les relations de la forme (1). 
Je supposerai done que H, P et Q sont des polynomes entiers (homo- 
genes ou non) en x et y; je me propose de chercher quels sont les 
polynomes H qui peuvent se mettre sous la forme (3). 

Soit g le degré de H; écrivons 


H=H,+H,,+...+H,, 


H, représentant l’ensemble des termes homogènes et d'ordre k. 
Comme H, et F,, sont homogènes, comme F,, = 0 n'a pas de racine 
multiple, nous pourrons toujours trouver deux polynomes P, et Q, 
homogènes d'ordre p = g — m + 1 et tels que 
dP 1 dF dQ 
Sta, ee P 4 ac mt P 
Hy =p Entente te 


dx 


‘ie A Bike 
DEY" ae 





Cela sera toujours possible, comme nous l’avons vu, à la condition 
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que 


g22m—3 
Soit maintenant 
dP, 1 dF AQn 12 1 dI 
‘— __P PP — <P fh sees 
i dx bc: 2 ap eee dy Bo Bay ” “ 


Le polynome H’, qui peut se mettre sous la forme (3), ne sera plus 
homogène, mais il sera de degré g et l’ensemble des termes de degré ¢ 
sera précisément H,, de sorte que le polynome H — H’ sera de 
degré g—t. 

Ainsi, si ¢22m — 3, on pourra regarder H comme la somme de 
deux polynomes, l’un susceptible d’être mis sous la forme (3), et l'autre 
de degré moindre. 

Le degré peut être ainsi abaissé jusqu’à 2m — 4. Mais il n’y a que 


(2m —3)(m—1) 


polynomes linéairement indépendants d’ordre 2m — 4. 

Il y aura done au plus (2m — 3)(m — 1) polynomes non suscep- 
tibles d’être mis sous la forme (3), linéairement indépendants entre 
eux et de ceux qu’on peut mettre sous la forme (3). 

Mais ce nombre peut encore être abaissé. 

Soient P” et Q” deux polynomes quelconques d’ordre m — 3 au 
plus, et soit 

HE tdFy, . dQ’ pr 1 dF 


ee am) at aay 





I] est clair que H” sera d’ordre 2m — 4 au plus. 
(m — 2)(m—1) 





Ore vod 


polynomes d’ordre m — 3; donc nous 


(m — 2)(m—1) 
2 





pourrons trouver polynomes P et autant de poly- 
nomes Q. 

Nous pourrons donc former (m — 2)(m—1) polynomes H”; je 
dis qu'ils seront linéairement indépendants. 


S'ils ne l’étaient pas, en effet, c’est qu’on pourrait trouver deux 
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polynomes P’ et Q”, d'ordre m — 3 au plus et tels que 


d/ 4 QO” 
GET Re a ee pre ieee ae 
dy y 2 dx dy 2, Aya 





CTL) 


Soit p le degré de celui de ces deux polynomes dont le degré est le 
plus élevé ; nous aurons 


p£m — 3. 


»/ Ci . me (ewe x 2 4 
Soient P”, Q, l'ensemble des termes de degré p de P” ét de Q”. P, et 


Q, ne pourront être identiquement nuls tous les deux. 
On devrait avoir 


oe be 


De Abc tna Oy 
(12) pov —_— i : an 


ee TS et) 
> dx P OR dy ae 


" 


= O, 


ou bien 


dF, [ Pp D PES En Q» . y/dP» — & 
(12 bis) © reales +27 a Te) \+5 dy E Slee + a lee 


dE dF : ae À: 
Comme — i = et a sont premiers entre eux, celane pourrail avoir lieu 











que si 
P; Are dQ), inte UE dE» 
RE Ss a (ae dala oe était divisible par DE 
et 
Op dP, 40s) Med À 
= HS r(< TETE divisible par Smit 








<4 dF» dE y» 
Mais — et ay étant d'ordre m—1 ne peuvent diviser deux poly- 


nomes d'ordre plus petit. Donc la relation (12 bis) ne pourrait avoir 


lieu que si i on avait 
Le aes l 
— + — a ae = : oe 2) = O, 


2 dx dy 
On ny NTI 
4 LIT Joke, oe) ce 


En différentiant la première équation par rapport à «, la seconde 
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par rapport à y, et ajoutant, en tenant compte du théorème des fonc- 
tions homogènes, on trouve 


2 m dx dy 


P' = Q"= 0, 


“Pp 





d'où 


ce qui est impossible, puisque P” et Q, ne peuvent s’annuler à la fois. 
Les relations (11) et (12) sont donc impossibles. 
Les (m—2) (m — 1) polynomes H”’ sont distincts. 
Il y a donc au plus 


(2m—3)(m—1)—(m—2)(m—1)=(m—1) 


polynomes H qui ne peuvent être mis sous la forme (3) et qui sont 
indépendants entre eux et de ceux qui sont de la forme (3). 

Ce nombre peut-il être réduit davantage? 

En d’autres termes, existe-t-il des polynomes d'ordre 2m — 4, 
autres que les polynomes H”, et susceptibles d’être mis sous la 
forme (3)? 

Soit H un de ces polynomes et soit 


LT dF aor iv 
(13) re ES te ARTE PRICES 
dx > dr dy ay 0 yoo 


Soit p le degré de P et de Q; on devra avoir 
pom — 3, 


sans quoi H serait un des polynomes H’. 

Comme H est supposé de degré 2m— 4, les termes de degré 
> 2m — 4 devront disparaitre dans le second membre, en particulier 
les termes de degré p + m —r. 

On aura done 





dr, I are dQ; nl I de, 
PET ai pean Pi QU rm ml à 
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ou bien 
d ae d = 
abe Cie VF») 2 ly ‘OF VE») 0, 
ou bien 
NE aT AND nig ce aT 
OQ, VE n= a? eee ee 


' = \ ’ nt 
T étant une fonction de x et y homogène de degré p + FR 


Le théorème des fonctions homogènes donnera 
4 m T — VE, (Q p ‘ 
Pare Fr m(Q EX — EpY ): 


On verrait, comme plus haut dans l'étude de l’équation (6), que 
Q,x — P,y est divisible par F,,. 


On aura donc 


Q ae Py mae re ity 


x? 


S étant un polynome homogène de degré p + 1 — m. 
On-aura alors 


LI Ares 2 


dx dy \ 


FH d 5 d 3 d 
aH al|Pvl + <(sF*)| + 4 


dou 


Orona 


is Bad (sp?) = PAF, cL (SE?) > Q'VF, 


P’ et Q’ étant des polynomes de degré p dont les termes d’ordre p 
sont précisément P, et Q,. 
Il vient 





ap PEE COQUE 


ce qui montre que les polynomes P et Q peuvent étre remplaces par les 
polynomes P — P’ et Q — Q’ qui sont de degré moindre. 
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Donc le degré des polynomes P et Q peut toujours être abaissé et 
cela jusqu'à m — 3, de telle façon que H n’est autre chose qu’un poly- 
nome H”. 

Il y a donc précisément (7 — 1)? polynomes distincts non suscep- 
libles d’être ramenés à la forme (3). 

Les coefficients du développement où les exposants — a—r el 
— b — 1 sont positifs dépendent donc au plus de (m — 1)? transcen- 
dantes. 


Exposants négatifs. 


Il est facile d'étendre ces résultats à l’étude des relations de la 
forme (1 bis). 
Supposons done que H, P et Q soient des polynomes entiers, non 
; Fa l I 
plus en æ ely, mais en x, y, = et a 
Nous poserons alors 


! a 7 a 
i eae, g= 2 


> 
eer! yP 








H = etl yB+1? ee yp” 
où a et 6 sont des entiers positifs et H’, P’, Q’ des polynomes entiers 
en x et y. 

Les valeurs des entiers positifs & et 6 seront regardées comme fixes, 
mais pourront d'ailleurs être prises aussi grandes qu'on voudra. Je 
désignerai toujours par g le degré de H, c'est-à-dire le degré des 
termes de H dont le degré dhomogenéité en x et en y sera le plus 
élevé. 

Je désignerai de même par p le degré de P et de Q. 

Je représenterai par H, l’ensemble des termes de degré g de H, par 
P, et Q, l'ensemble des termes de degré p de P et de Q. 

Je désignerai par g’ le degré de H’, par p’ celui de P’ et de Q’, de 
sorte qu'on aura 


g=qg+a+$ +), pP=p+a+8s+i, 
d'où 
Jip 4 NT: 
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Les termes du degré le plus élevé de H’, P’ et Q’ seront alors 


nue hen FE Hey eee SRE AE 


On tire de là 


PLATE Otek dP’ dQ)’ 
if Bt fi. pees laa) ! x Af - à QE a eee D ss (4 f . 
14)  H=-x- + ne ae (a SEE E a 8Q) 





Posons-nous maintenant le problème suivant : 
Existe-t-il deux polynomes P” et Q” entiers et homogènes en x et y 
et tels que l’on ait 








OA tie Pe 


HO dy 


: Hage ad Ee 


(18) VF,  dæ \wryho ay 


La relation (15) peut s’écrire 


PTE Q”. aF 
T 7.0+1, B41 — M m ee m AY og 
H,x % meek wise dy + F2, 





en posant, pour abréger, 





| dP" dQ" 
yy fn 28 Gh yy 72 
Z — RO do CE 
Nous devons d’abord nous demander si l’on peut mettre lab. sous la 
forme 


= 
dE mt 


dy 





(16) Hire A + By 


analogue à la forme (4). Dans cette équation, A et B sont des poly- 
nomes entiers et homogènes en x et y dont le degré est évidem- 
ment p’. 

Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, non seulement que 


m 


+ à = : : : dF 
l'équation F,, = 0 ae pas de racine multiple, mais que — n’est pas 
ay 
ia 


tne d¥ 
divisible par x, ni 2 par y. Dans ces conditions, Dr EL) Es a “sont 


7 


premiers s entre-eux. 
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En raisonnant alors comme sur l’équation (4) on verrait que l’on 
peut toujours mettre H, sous la forme (16), pourvu que 


g'22m—i1. 


Une fois H, mis sous la forme (16), nous déterminerons P” et Q” à 
l’aide des équations 


ps 2 
A=— +—, 
2 m 
pit Ze 
2 m° 


d’où l’on déduit 


dA + y dB _ D I P +1 


On tirera de là Z et par conséquent P” et Q”, à moins que l’on 
. 
n'ait 





(ua) = + + = 0. 


Donc, H, pourra toujours se mettre sous la forme (15), pourvu 
que 


‘= 
Gaga, 





I Seal 

2 je EE 20: 

2 m 

Si la relation (£7) était satisfaite, on verrait, comme à propos de la 


discussion de l’équation (19), que, parmi les polynomes H,a**! y?*! 


de degré 
; ; m 
q =qta+P+2=a+8+-—, 
il n'y en a que m qui soient distincts et non susceptibles d’être mis 
sous la forme (15). 
Posons maintenant 


W RENE (a (EVE 


VE 2241 78H re dx ays dy LEH yP 
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Le polynome H” ainsi défini est de la forme (14); ses termes du 


degré le plus élevé sont 
eae eet 
Hie yee 


puisque P” et Q” sont définis par la relation (15). 

Donc H’ — H’ est de degré g'— 1; donc H est la somme de deux 
polynomes, l’un H” de la forme (14), l’autre H’— H” de degré 
moindre. Le degré de H’ peut donc être réduit, à moins qu'il ne soit 


Ù ' x nm 
plus petit que 2m — 1, ou égal à à + 5 + —. 
9 


De plus, parmi Jes polynomes de degré « + 8 + ae il n’y en aura 
que m réellement distincts et dont le degré ne pourra être réduit (la 
réduction, une fois l’étape a + 5 + = franchie, pourra être poussée 
sans obstacle jusqu’à 2m — 2). 

Il n’y a donc que m polynomes réellement distincts, de degré plus 
grand que 27 — 2 et non susceptibles d’être mis sous la forme (14). 

Comme le nombre des polynomes de degré 2m—2 est égal a 
m (2m — 1), nous pouvons conclure qu’il y a au plus 2m? polynomes 
distincts qui ne peuvent se mettre sous la forme (14). Mais ce nombre 
peut encore être réduit; et, en effet, il y a des polynomes de degré 
2m — 2 qui peuvent se mettre sous la forme (14); on les obtient en 
prenant pour P’ et Q’ des polynomes quelconques de degré m— 2. Or 


EP LD : TR ; F 
ilya |; (7 —1) polynomes P’ et autant de polynomes de degré 


m — 2. Cela fera donc m?— m polynomes de degré m — 2 et de la 
forme (14). 

Je dis qu'ils sont tous linéairement indépendants. 

Si, en effet, ils ne étaient pas, on pourrait trouver deux polynomes 
d'ordre m— 2, tels que 


1 P' mn 1. /R 
da ( VF \ 4 ( Q’vF ) ne 
dx ga yBr4 dy girl yB ? 


ou en appelant P” et Q” les termes d’ordre le plus élevé de P’ et de Q’ 


d | iS A (ee) on, 


dx es à dy LT 
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Cette équation est de même forme que (15) (sauf que HI, est nul) ; 


elle entrainerait donc 
dE dF 
fees By — =o 
a oe ab ie ; 
ou (puisque A et B sont d’ordre inférieur à m étant du même ordre 
dF 


7 7 ’ ‘ ; dE 4 
que P” ou Q” et que, d'autre part, 7 7 AE sont premiers entre 


eux ) 


ce qui entraîne 
| »)/ = O' — 0 
~ 


[à moins que la relation (17) n’ait lieu ; or nous pouvons toujours sup- 
poser le contraire, puisqu'elle entrainerait 
p=a+b— ea 
2 
que l’on a, d’ailleurs, 
pEm—2 


et que l’on peut supposer x et $ aussi grands que l’on veut]. Il faudrait 
done que P” et Q” fussent nuls; et, comme ce sont les termes du degré 
le plus élevé de P’ et de Q’, il faudrait que P’ et Q’ fussent nuls. 


Nos m? — m polynomes sont donc linéairement indépendants. Il 
reste donc 
2m? — (m?—m) =m? +m 


polynomes réellement distincts et non susceptibles de se mettre sous 
la forme (14). . 
Comme cela a lieu, quelque grands que soient « et 8, nous conclu- 


rons que nos coefficients dépendent au plus de m?+ m transcen- 
dantes distinctes. 


Ce nombre peut-il encore étre réduit? 
Voici comment la question se pose: Nous avons trouvé qu’un cer- 


° I I 
tain nombre de polynomes en a, y, in de la forme 


(18) fp gees 


PES ot 
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où H’ est un polynome d’ordre g'en x et y, pourraient être mis sous 
la forme (3 bis), et cela de telle façon que 

ea cr 
( i = 
(19) P= at yb” Q si PTIT 
P’ et Q étant des polynomes d’ordre p'= g'— m en x et en y. 

Quand un polynome A pourra se mettre sous la forme (3 bis), et 
cela de telle façon que P et Q soient de la forme (19), je dirai, pour 
abréger, que H peut se mettre sous la forme (3 ter). 

L’analyse qui précède montre que certains polynomes de la forme 
(18) peuvent se mettre sous la forme (3 ter); elle montre en même 
temps qu'il n’y en a pas d’autres. 

Ce qu’il nous reste à voir, c’est si certains polynomes ne pourraient 
étre mis sous la forme (3 bis) sans pouvoir étre mis sous la forme 
(3 ter). 

On aurait donc 

el d G d T 
Py DT ye) 4 ——— 
JF dx (P VI ) + ae VF), 
\ 

et l’on pourrait écrire 


pas Ose. 


nt, EE ML) == . 
LA npb+1 aA+1 al 
Fs be 34 14 Vin 





~~ 


Le polynome H pourrait ainsi se mettre sous la forme (3 bis); 
mais, pour que cette forme ne se confonde pas avec la forme (3 ¢er), il 
faut : 

1° Ou bien que a soit plus grand que «; 

2° Ou bien que b soit plus grand que 6; 

3° Ou bien enfin que le degré p’ des polynomes P’ et Q’ soit plus 
grand que g’ — m. 

Nous pourrons, d’ailleurs, toujours supposer a2, b26. 

Je dis d’abord que, si a > a, a peut être diminué d’une unité. Ona 
en effet 


PERTE ; 4 
KR ee Sy 
(14 bis) à A 








+F (eo ty — aP’— 6Q’). 
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Le premier membre étant divisible par +, il doit en être deméme du 
second. Donc on aura pour « = 0 





One ak dQ’ =F me 
(20) y + E(x al — bY) =o. 


Nous supposerons que, pour x = 0, le polynome F est premier avec 





AS ; ; 
le polynome DT Cette équation nous montre alors que, pour x = 0, 


Q' est divisible par F; soit done 








Q’=— aUF. 
Cette égalité ayant lieu seulement pour x = 0, U sera un polynome 
entier en y. 
Posons maintenant 
je 3 = 3 \ 
RE 100 ON PAUSE OUT Ur 
gay dy\ztp) op dæ \ ary)’ 
d'où 
d ( P'VF Ae) ORE ae 
(21) dx (ES) ae dy (LS 3 à 0, 
el 
dF Wh 
Q’=«(5UZ,) —aUF, 


x 


dx 


dU 3rrdF 
OPEN" sae at Se 
Pr——y(7F +5 UZ) +OUF, 
ce qui montre que pour «=o, on a Q”= ()', et par conséquent, a 
cause de (20), P’=P’. Donc les deux polynomes P’— P”, Q’— Q’ 
sont divisibles par x. 
Mais a cause de (21) on aura 


Hee PoP yi) eat (O'— 0") VF 
VE = dx ayer) A dy aye 





Comme P’— P’ et Q’— Q” sont divisibles par +, on voit que la 
valeur de a se trouve abaissée d’une unité. G0. FB. D. 
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On démontrerait de même que b peut être abaissé d’une unité s’il 
est plus grand que f. 

Je dis maintenant que p’ peut être abaissé d’une unité s’il est plus 
grand que q’ — m. 

Je n’ai presque rien à changer à la démonstration analogue de la fin 
du paragraphe précédent. 

Soient P” et Q” les termes du degré le plus élevé de P’ et de Q’, on 


devrait avoir 
af p' VF» d On VF» + 
dx \ x4 ote Fa CAO SENS RE a 


ONU RETE P'VF, dT 


a es —_ —» 


geri a La dx 2 ae Sane: dy 








ou bien 


ou 
Vin 


a (Q’ = Par 


xo y 





ARE 


k étant le degré d'homogénéité de T ; d’où 





Mk: 0'—P' 4, 
VE k de = Zar yes 
F, d 72 Wa aF, (Q’— F4) OP 7 
% xt y? aw ls ee get! yb aa PTT A 


Cette équation, que l’on peut multiplier par æ**'y#, montre que 


Y " 0 
GOGESE )T = 


mt 


oy ott dF : 
est divisible par F,; et, comme «— est premier avec F,, que 


ax 
Q’ — P’ est divisible par F,,. 








Soit 
OG PSE. 
Nous poserons 
= 3 = 3 
Q"VF _ d SF P'VF dd SF? 
DETENTE kary®’ atyett Lo dy ka pt 


SUR LES PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES. 


D 
(Se) 
Qo 


On en conclut : 


Que Q” et P” ont mêmes termes de degré le plus élevé que Q’ 
et P” de façon que les polynomes P’— P”, Q”’ 
moindre ; 


2° Qué 


RES HAE 
— Q” sont de degré 


APE a OR VE it 
din my ds dy ze yé D 73 


d’où enfin 





H led dupe P”) VF a (ot Q") VE 
VF dx Te a dy er 





On voit que le degré des polynomes a été abaissé.  c. 


Orr. CD: 
La démonstration se trouverait en défaut si l’on avait 


KE 9: 
ou 


m 
P +——=a+b, 
ou 


mn 
pti+—=o0 
5) 
Dans ce cas on trouve simplement 
BE pe 
Nous ne pouvons donc plus affirmer que T soit de la forme 


_ SF i 


mi , 
a nb 
Xx 14 





où S est un polynome; ni même que T ne soit pas transcendant. La 
discussion faite plus haut à propos du cas où F était supposé homogène 
nous a même montré que parmi les intégrales de la forme 


Me CE) 


23/ H. POINCARÉ. 


| 1! m a 7 
où P” est un polynome homogène d’ordre a + b — >} que parmi ces 


intégrales, dis-je, il y en a qui sont transcendantes et qui sont des 
combinaisons linéaires de m transcendantes distinctes. 

Parmi les polynomes P” il yen a donc m, distincts entre eux, et qui 
peuvent ainsi donner naissance à des transcendantes. Supposons 
cependant que l'intégrale T ne soit pas transcendante. Je dis qu’elle 
sera de la forme 
SF 


xd ye 


mm 





Pour nous en rendre compte, regardons un instant y comme une 
constante et développons suivant les puissances de x — xy, x, étant 
une valeur quelconque de x. 

Si x, n’est pas nul et si (x — x,) n’annule pas F,,, la quantité sous 


le signe fre contiendra que des puissances entières et positives de 
“4 ; so dT 
x — %,3 il en sera donc de même de T; si x, n’est pas nul, qq ne con- 


tiendra que des puissances positives entières et impaires de x — #4. 
Cela montre que T est égal à une fonction T, de y, plus une fonction 
de æ et de y, changeant de signe avec ÿx—x, et divisible par 
dT 
dy 
voyons que la fonction T, de y doit se réduire à une constante que 
nous pouvons laisser de côté; de sorte que finalement cette fonction 


3 RES ES 
(x —«x,)?. Comme — doit changer de signe avec Vx — x,), nous 


ia 
ne contient (a — x, )* qu'à des puissances impaires et au moins égales 
a3. 
; ee i ae T 
La conclusion, c’est que T est divisible par F?,, puisque — ne de- 
F2 


m 


vient pas infini pour « = x#,; on a donc 


3 
SP 
= 





et 1l nous reste à montrer que p. et v sont précisément égaux à a et b. 
Pour cela développons suivant les puissances croissantes de x; le dé- 
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dT sae : 
veloppement de 7, commengant par un terme en x et celui de 


aT ¥: 
nau terme en «~*; celui de T devra commencer par un terme 


CURE COU, sa 1h. Ge On B.D: 


Comme T est de la forme oat le reste du raisonnement se pour- 
suivrait comme plus haut et le degré des polynomes ne peut être 
abaissé. 

Nous n'avons donc à nous occuper que des m transcendantes T et 
des m polynomes P” correspondant. 

Soit P’= Q’ l’un de ces polynomes; écrivons 


I ar d P’ VF A d Pp’ VF | 
dx rayon! dy ie 4 


Nous aurons formé un polynome H qui peut se mettre sous la forme 
(3 bis); je dis qu'il ne peut se mettre sous la forme (3 ter). Si, en 
effet, il pouvait se mettre sous la forme (3 ter), on pourrait trouver 
deux polynomes P’ et Q’ dont les termes de degré le plus élevé sont 
P” et Q”= P” et qui seraient tels que 


4 (PVE), a (Q'VE)_ 
dx pees ay geri yb = 0- 


Cela voudrait dire qu’il existerait une intégrale de différentielle totale 








T= VE (LE P’ ab 


re y° x y 


mu 


Cette intégrale devrait être transcendante et admettre des périodes 
cycliques, puisque, pour x et y très grands, elle se réduirait sensible- 
ment à 





VE» (= %) 


A à,0 TK 
ey Xx a 


2 vf 


qui est, par hypothèse, l’une de nos m transcendantes et qui admet 
des périodes cycliques. 
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Mais il est absurde de supposer que l’intégrale T admette des pe- 
riodes cycliques. Elle ne pourrait en avoir, en effet, que si la surface 


aes LE 


admettait des cycles linéaires. Nous verrons plus loin qu’elle n’en 
admet pas, si le polynome F est indécomposable, ce qui est le cas 
général. : 

Donc Vhypothése faite au début était absurde et nos polynomes ne 
peuvent se mettre sous la forme (3 er). 

Il y a donc m polynomes qui peuvent se mettre sous la forme (3 bis), 
sans pouvoir se mettre sous la forme (3 ¢er) et il n'y en a que m. 

Il nous restait m* + m polynomes distincts ne pouvant se mettre 
sous la forme (3 ter); il restera donc m?* polynomes distincts ne pou- 
vant se mettre sous la forme (3 bis). Ce nombre ne peut plus être ré- 


duit, au moins dans le cas général. 


Donc les coefficients du développement dace dépendent au plus de 


VE 


m? transcendantes distinctes. 


Autre démonstration. 


On pourrait encore raisonner comme il suit : 

Donnons-nous la valeur de g’ et choisissons-la de façon que la rela- 
tion (17) n’ait pas lieu. Alors nous pourrons affirmer que tout poly- 
nome qui peut se mettre sous la forme (3 bis) peut aussi se mettre sous 
la forme (3 ter). 

Ilya 

(q'+1)(q'+ 2) 


3) 





polynomes de degré g'. Les polynomes P’ et Q’ sont de degré 


Pp = gy — in. 


(p'+1)(p' +2) 
2 


Il y aura donc polynomes P’ et autant de polynomes Q’. 


SUR LES PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES. 357 


Nous pourrons donc former 


(P'+1)(p +2) 


combinaisons de la forme (3 ter). 

Mais nous devons observer que toutes ces combinaisons ne sont pas 
distinctes; combien y aura-t-il de relations entre elles? Pour former 
toutes ces relations, nous n’avons qu’à rechercher toutes les identités 
de la forme 
i) ad P'VF RO TES 


dx Pop dy HT KA 0; 


cette identité montre que 





re VF (ee ear) 


ay \ æ y 


est une intégrale de différentielle totale. 

Je dis que cette intégrale ne peut être transcendante. En effet, si 
elle était transcendante, il faudrait qu’elle eût, soit des périodes cy- 
cliques, soit des périodes polaires. 

J’appelle période cyclique celle que l’on obtient quand le point 
æ, y décrit un contour fermé (cycle linéaire) (ce contour fermé ne pou- 
vant, par déformation continue, être ramené à un contour infiniment 
petit sans passer par un point singulier). 

J’appelle période polaire ‘celle que l’on obtient quand le point 
æ, y décrit un contour fermé infiniment petit autour d’un point pour 


lequel la fonction sous le signe f devient infinie. 

Il n’y a pas de période cyclique. 

Et, en effet, un cycle linéaire, s’il existait, pourrait toujours être 
décomposé en cycles élémentaires formés chacun d’un double lacet 


entourant deux points de la courbe F(x,y)= 0; tel est le double 
lacet qui, enveloppant les deux points + 1, définit l’une des périodes 


de Vintégrale 
dx 
caer 
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Mais si la courbe F(a, y) = 0 est indécomposable, ce que nous sup- 
poserons, les deux points de cette courbe enveloppés par le double 
lacet peuvent s’échanger et se confondre, de sorte que le lacet devient 
infiniment petit. 

Il n’y a donc pas de cycle linéaire. 

Il n’y a pas non plus de période polaire. 

En effet, la fonction sous le signe f ne devient infinie que pour 
x = O0 et pour y =o. 

Développons suivant les puissances de æ; le développement de 


dT ; 
= NSD presentera sous la forme 
dx 


se 
GA 4 


LA 


où A, est une fonction de y; considérons en particulier le terme 


Ay 
æ 


2 


c'est celui-là qui, par intégration, pourrait introduire la transcen- 





dante 
A,La. 
; = 5 dT dA, 
Mais alors il y aurait dans — le terme Lx » et comme ce terme 
dy dy 
. dA A iz 
n’existe pas, c’est que —— = 0, c’est-à-dire que A, est une constante. 


dy 

Mais, d’autre part, A, doit changer de signe avec VF. Donc, A, 
est nul. 

Nous n’aurons donc ni la transcendante Lx, ni pour la même 
raison la transcendante Ly. 

Donc Vintégrale T est algébrique. 

Considérons maintenant y comme une constante et soit x, une valeur 
quelconque de x. Si cette valeur n’annule pas F, nous verrons, comme 
plus haut, que T est développable suivant les puissances de æ — x, ; 
si cette valeur annule F, nous verrons comme plus haut que T est 


GE 


= 


divisible par (a — x, ). 
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Lise 


Nous conclurons de tout cela que T est divisible par F’, et nous 
écrirons 


TE 


SF 
x y"? 





S étant un polynome. On verrait, comme plus haut, que 


==, A VD, 


ce qui donne 





On voit que S est un polynome de degré p'— m. 
Il y aura autant de relations (22) que de polynomes S; c’est-à-dire 


(p—m+i)(p—m+2) 
2 





Il y a done 


'—_m-+1)(p'—m-+2) 


Gen (pea = ; 





combinaisons distinctes de la forme (3 ter), et 


(g' +1) (g'+2 ‘— m+i)(p'— m+0) 


) / / (p Le 2 
> (p'+1)(p +2) + x — 7 
polynomes distincts non susceptibles d’être mis sous la forme (3 bis). 
Ca On hep Ds 


Cas des racines multiples. 


Dans l’exposé qui précède, nous avons fait diverses hypotheses; 
nous avons supposé entre autres choses que l’équation F,,— 0 n'avait 
pas de racines multiples. 

Mais toutes ces hypothèses n’avaient pas pour effet de restreindre la 
eénéralité. C’est ainsi que le cas où l’équation a des racines multiples 
est un cas particulier de celui où elle n’en a pas. 
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Mais, dans le cas général, il y a entre les coefficients du développe- 


ment de 7 un certain nombre de relations linéaires. 

Le passage à la limite suffirait pour montrer qu’il y en a au moins 
autant dans un cas particulier quelconque. 

Les coefficients dépendent, dans le cas général, d’un certain nombre 
de transcendantes distinctes; dans les différents cas particuliers, ce 
nombre peut diminuer, mais il ne peut jamais augmenter. 

Nous avons vu qu'il y a m? polynomes distincts non susceptibles de 
se mettre sous la forme (3 bis); il y en aura au plus m? dans les cas 
particuliers. 

La discussion de chaque cas particulier serait sans doute intéres- 
sante, mais je me bornerai aux cas qui se présentent en Astronomie. 


Application à la fonction perturbatrice. 
Nous avons posé dans l'introduction 
LEE (AT es de 
CR Cave 


uetu’ étant les deux anomalies excentriques. 
Alors les coordonnées de la première planète sont de la forme 


C 
= + Cr + C58, 


tandis que celles de la seconde sont de la forme 


+ ++ Ory. 


Le carré de la distance des deux planètes D* sera donc un polynome 
ue Ae I PET 3 : 
du deuxième degré ena, y, = C’est ce polynome que j’appellerai 


désormais F(x, y); il contiendra des termes en 


2 4,2 ey CN ae eee Wl PT Le 2) 
LV AV, Hy VI1, XV 3 XV  , XL, VY > DV MOV 
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D 
LES 


Je poserai aussi quelquefois 


D yF(x,y) = F(x,7), 
et F’(x, y) sera un polynome entier en x et y. 

Pour avoir le coefficient de x?, il suffit de donner à & une valeur 
dont la partie imaginaire est négative et très grande, wu’ conservant 
une valeur finie. Alors la distance D est sensiblement égale à la dis- 
tance de la première planète à l’origine, c’est-à-dire a 


er e 
a(i1—ecosu) = a (1 RAR: =) 


ae x 





ou sensiblement — 


a? e? 
4 


tricité. La même analyse montre que le coefficient de x? est le même. 


Le coefficient de x? est donc , & étant le grand axe et e l’excen- 


12 L12 


A = ’ cy a , 
De même les coefficients de y? et y~? sont tous deux égaux a——; 


la 





a ete’ étant le grand axe et l’excentricité de la seconde planète. 

Pour trouver le coefficient de xy observons que, si les parties ima- 
ginaires de uw et de w’ sont toutes deux négatives et très grandes, 
chacune des planètes se trouvera sur l’ellipse qu’elle décrit en un point 
très éloigné de l’origine. Si donc nous appelons À langle de l’asym- 
ptote (imaginaire) à l’une de ces ellipses avec l’asymptote de l’autre 
ellipse, le coefficient de 2 xy sera 





RES 
AEA e 
COS À 


4 


L’angle À est toujours imaginaire et cos À plus grand que 1 s'il est 
reeks 

Comme chaque ellipse a deux asymptotes, nous avons quatre 
angles A qui correspondent aux coefficients de 


2 UV NS LUE Cat Vee iat Via.» 
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L’angle À ne peut être égal ni à o, ni à +, puisque les asymptotes 
sont imaginaires et situées dans deux plans réels différents. Les 
termes du second degré de F(x, y) ne peuvent donc se réduire à un 
carré parfait. . 

Si Pune des excentricités est nulle, e par exemple, les termes en x” 
et x disparaissent; mais le terme en wy ne disparaît pas, bien que 
son coefficient 


aea'e' 
COS À 


4 





contienne e en facteur, parce que cos À devient infini. 

Quant a F(a, y)= 277° F(x,y), c’est un polynome du sixième 
degré, généralement indécomposable. 

La courbe 


Tey) 220 


est une courbe du sixième degré avec un point double à l’origine et 
deux points doubles à l'infini. 

Cette courbe se décompose dans deux cas: . 

1° Si Pinclinaison est nulle, elle se décompose alors en deux courbes 
du troisième degré. 

2° Si les deux excentricités sont nulles, elle a alors pour compo- 
santes les deux axes de coordonnées et une courbe du quatrième 
degré avec deux points doubles à l'infini. 

Alors F(x, y) admet des termes en 


LYS DC LIT) UT sy me Vs Vrs 


Mais, de plus, le polynome présente une symêtrie particulière. 
Il ne change pas quand on permute x et y, ni quand on change x 
I I 
ent ely-en se 
Pp der 
Je n’examinerai dans la suite que le cas général et celui où les deux 
excentricités sont nulles. 
Bien d’autres cas particuliers mériteraient quelque attention : celui 
où l’inchinaison est nulle, celui où les deux grands axes coincident 
entre eux et avec l'intersection des plans des orbites, celui où ces deux 
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plans se coupent à angle droit et où leur intersection coïncide avec le 
grand axe de l’une des deux orbites, etc. 


Intégrales de différentielles totales. 


Il paraît nécessaire de revenir sur la démonstration que j'ai donnée 


de ce fait que les intégrales de différentielles totales dépendant de VF 
ne peuvent être transcendantes, afin de voir si elle s'applique aux cas 
particuliers que je veux maintenant étudier en détail. 

Quand M. Picard a annoncé, pour la première fois, que la surface 
la plus générale de son degré ne possède pas de cycle linéaire, ce fait 
a causé un grand étonnement. On sera moins étonné maintenant que 
la surface 


SF 
se 


n'en possède pas non plus quand le polynome F est indécomposable. 

Revenons sur la démonstration. Soit A un point singulier quel- 
conque, c’est-à-dire un ensemble de valeurs complexes de x et de y 
qui annule F(x, y). J’appellerai lacet un chemin d'intégration com- 
posé comme il suit. On prendra pour point de départ un point quel- 
conque O non singulier, choisi comme origine de tous les lacets. On 
ira de O à un point A’ infiniment voisin de A en suivant un chemin 
quelconque; on décrira un contour infiniment petit enveloppant le 
point A, de façon à revenir au point A’, et l’on reviendra de A’ en O 
par le même chemin. 

Le lacet sera dit rectiligne si le chemin OA’ est rectiligne. 

Je représenterai par (A) l’intégrale prise le long de ce lacet en par- 
tant du point O en attribuant au radical un signe convenu une fois 
pour toutes. Je la représenterai par [A | si le lacet est rectiligne. Je 
remarque deux choses: 1° une période quelconque de l'intégrale sera 
une combinaison linéaire à coefficients entiers de périodes de la forme 


[A] —[B], 


A et B étant deux points singuliers quelconques. 


Co 
No 
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2° Soient deux lacets, l’un rectiligne, l’autre non rectiligne, enve- 
loppant un même point singulier A. Soient [A] et (A) les deux inté- 
grales correspondantes ; la différence 


(A) —[A] 


sera égale au double d’une période. 

Cela posé, supposons d’abord le polynome F indécomposable, et 
supposons que nous ayons # +1 points singuliers qui peuvent être 
distincts 


À LAS A iy’ We: 
Nous pourrons alors avoir 7 périodes distinctes 


[As] — [As |, [Ar = Ag] Te EE AR 


Je dis qu’elles sont toutes nulles. 

En effet, le polynome F étant indécomposable, les points A, et A, 
peuvent s’échanger. Je puis faire varier d’une manière continue A, de 
façon qu'il vienne en A,. Le lacet rectiligne entourant A, se changera 
en un lacet, généralement non rectiligne, entourant A,, de sorte qu'on 
aura 


[Ao] ai (A, ). 


Mais (A,) —[A,] est le double d’une période. Nous avons donc 
entre nos 2 périodes une équation linéaire à coefficients entiers. Le 
coefficient de [A,] — [A,] est impair, celui des autres périodes est 
pair. 

Nous trouverions de même nm — 1 autres équations linéaires. Le 
déterminant de ces équations ne saurait être nul. En effet, il est 


I OF Os oe 


O I OO 


| 
Il 


I (mod. 2). 


O O [ O 





F0 0 MORT 


Donc les » périodes sont nulles. CNiQ Aes De 
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Quarrive-t-il maintenant si le polynome F est décomposable? Si 
alors A, et A, appartiennent à deux facteurs différents de F, A, ne 
s'échange plus avec A,. Mais voici comment on peut raisonner. 

En faisant varier A, et A, d’une manière continue, je pourrai les 
amener en deux points B, et B, infiniment voisins l’un de l’autre et 
infiniment voisins de l’un des points d’intersection des deux courbes 
dans lesquelles se décompose la courbe F = 0. 

Alors les lacets rectilignes [ A, ] et [A,] se changent dans les lacets 
non rectilignes (B,) et (B,), de sorte que 


[Ao] —[Bo], [Ai] — [Bi] 


seront des doubles périodes. 

Maintenant, en faisant varier d’une manière continue B, et B,, je 
puis faire tourner B, autour de B,; alors [B,] et [B,] se changent res- 
pecuvement en 

dB 21 By]. 21 B, DB] 
d’où 
[B,] = 3[B,] — 2[8,] 


ou 


[Bo] =[B J. 


On en conclut que [ A, | — [A,] est encore une double période, et le 
reste de la démonstration se poursuit comme plus haut. 

Cette démonstration suppose que B, peut tourner autour de B,, 
sans qu'aucun autre point singulier soit très voisin de B, et de B,. 
C’est ce quiarrivera si la courbe 


se décompose en plusieurs courbes irréductibles, mais de telle sorte 
qu'aucun point d’intersection de deux de ces courbes composantes 
n'appartienne a plus de deux composantes et ne soit pas un point 
double pour l’une d’elles. 

La démonstration s’applique donc, soit dans le cas général du pro- 
blème du développement de la fonction perturbatrice, soit dans le cas 
particulier où les deux excentricités sont nulles. 
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Ainsi les intégrales de différentielles totales de la forme 


f (Rade + Sdy), 


où Ret S sont rationnels en x, y et 
z= VF (a, y) 


ne peuvent avoir de périodes cycliques, mais seulement des périodes 
polaires. 

Elles ne peuvent donc être transcendantes sans être logarithmiques. 
Elles seront donc de la forme suivante : 


A,logR, + A,logR,+...+ A,logR,+T, 


ou R,, H,,.-., KR, etel-sont rationnels ena,9.72 eb 0 AREA eee 
sont des constantes. 

Mais il y a plus: si R (ainsi que S) est égal à z multiplié par une 
fonction rationnelle de æ et de y, notre intégrale doit changer de 
signe quand on change z en z, de telle sorte qu’elle devra être de la 


P 





forme 
PiGery ss) Po CEE) 
A, lop A Oo ee es 
08 Ps) 008 Pin =a) 
Pp(x, y;5) Hé 
Mu pen ee = na UU, 


où U est rationnel en x et y, où les P sont des polynomes en x, y, = et 
les A des constantes. 


Alors le dénominateur commun de R et S doit être de la forme 
P (a; 732) Pile, y, —2) Pa), Mes) P (ois) Pore 


Nous sommes donc conduits a la régle suivante : 
Soit 


fa Bdx + Cdy 
bs D 
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une intégrale de différentielle totale, où B, C, D sont des polynomes 
entiers en x et y. Supposons cette intégrale logarithmique et soit D, 
l’un des facteurs de D. 
La courbe gauche 
10: HE 


A 


doit se décomposer en deux autres. 
Dans les intégrales que nous avons à envisager, le dénominateur est 
de la forme 
ave 


«et 8 étant des entiers; il n’y aurait donc aucune difficulté si les deux 
courbes gauches 


étaient indécomposables. Mais ce n’est pas ce qui arrive. Pour x = 0, 
FP’ se réduit a ay”, et pour y = 0, a b?x?, a et b étant des coefficients 
constants. 

La démonstration donnée plus haut dans un cas analogue n’est donc 
plus applicable et il faut en chercher une nouvelle. 

S'il existait une intégrale logarithmique, elle serait de la forme 


Adz+Bdy we; 
a Oh 2 VF ? 
7 er 8 


A et B étant des polynomes en x et y. 
Si nous faisons « = const., elle deviendrait 


[CayvF, 


qui devrait admettre une période polaire quand on tournerait autour 
de y = 0, et ne devrait pas admettre de période cyclique. 


C serait un polynome entier en y et st 
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Comme F” est un polynome du quatrième degré en y, je poserai 


Tuer 
J, VF 


et je désignerai par ¥,, 1; Y2, YA les quatre racines de l’équation 


—1 


F=0; 
Nous aurons alors 
s(u—a)s(u+a) 
Jet 
o(u—-b)s(u+ b) 





5 


ol. k, a et b sont des constantes. 
VT . . I . 
Alors CE qui est un polynome entier en y et . sera une fonction 


doublement périodique de uw, ne changeant pas quand on change w en 
— u. Elle admettra quatre pôles, à savoir Æ a et + b. 
Nous aurons 


fc dy VE = [ CF'du. 


Décomposons CF” en éléments simples, il viendra 


Cl’ = mÜu—a)-miu+a)+n(u—b)— nu + b)+p 
+ q[Cu— a) + Cu + a)] + r[C(u— db) +C(u + b)] +H, 


où m, n, p, g, r sont des coefficients constants et où H dépend des 
dérivées secondes des © ou des dérivées d’ordre plus élevé. 
La partie transcendante de l'intégrale sera donc 


> (UP) Le ra — b) Er 
Ocs(u+a) 2 ) 1 


m lo o(u + b) 
+q|[Cu—a)+Cu+a)])+r[C(u—- b)+ Eu + bd). 
Notre intégrale ne doit pas admettre de période cyclique, cette 
partie transcendante ne doit donc pas changer quand u augmente de 
20, ou de 2,. 


Si wu augmente de 2w, C(w) augmente de 2% et o(u) est multiplié 
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par 


e2nku +) 


Donc notre transcendante augmente de 
— Amna — knnb +2po +4(g +r). 


Cette expression doit s’annuler quand on donne à w, soit l'indice 1, 
soit Pindice 2, en donnant à n l'indice correspondant. 
On aura donc 


ma+nb=q+r, DE 


Faisons maintenant varier « d’une manière continue; a et b varie- 
ront d’une manière continue, m, n, g et r' restent constants et p doit 
rester nul. 

Il y a deux valeurs de x pour lesquelles une des racines de F’ = 0 
(je puis toujours supposer que c'est celle que j'ai appelée y,) devient 
nulle. Si x tourne autour d’une de ces deux valeurs, en décrivant un 
cercle très petit, y, tourne autour de o. Alors a se change en — a et 
b ne change pas. 

Comme notre relation doit toujours subsister, nous aurions 


—ma+tnb=q+r, 

HOUSE 0. 

Nous trouverions de même # = 0, d’où g +r =o. 

Cela montre que notre intégrale est algébrique. €. Q. F. D. 

Cette démonstration s'applique au cas général; dans le cas particu- 
lier où les excentricités sont nulles, la démonstration est encore plus 
facile. 

En effet, si intégrale est de la forme 


Adz +Bdy jG 
le 


elle ne pourrait avoir de point singulier logarithmique que pour « = 0, 
HORS 0, Ol. OU 0 
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= 1 LÀ x A = La LR = 4 ’ 
Or F’ est égal à xy, multiplié par un polynome du deuxième degré 
tant en x qu'en y. 
Si donc on suppose « très petit et qu’on développe suivant les puis- 
. . . ‘ans 
sances de x, on n’aura que des puissances impaires de yx; on n'aura 


donc pas de terme en 
dx 


£ 
qui introduirait un logarithme. 

Donc æ =o n’est pas un point singulier logarithmique et il en est 
de même dèy—=0, 6,920 Ce Oskar: 


Cas général. 


Nous avons vu que dans le cas général, c’est-à-dire si les excentri- 
I 8 ) 
cités ne sont pas nulles, ni les inclinaisons, F est un polynome du 
deuxième degré. 
Désormais, sauf avis contraire, j'entends par polynome de degré p, 
, I | 
un polynome de degré pen x, y, —; —, de telle sorte que dans cha- 
DE 
cun de ses termes la somme des valeurs absolues des exposants de x et 
de y soit au plus égale à p. 
Soit alors H un polynome de degré ip AM s’agit de savoir si l’on peut 
trouver deux polynomes P et Q de degré p et tels que 


d La 
7 = gale xP VF) + ay \Y QvF), 


d’où 


dF dF iF 
(23 eet F(@z + y z +P +Q)+ (PT YO 


Nous généraliserons en supposant que F est un polynome de degré m. 
Si l’on a 


g—=p+m, 


nous dirons que le polynome H peut se mettre sous la forme (23 bis). 
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Lun 


Si l’on a 


= pen; 


de telle façon que les termes de degré p + mse détruisent dans le 
second membre de (23), nous dirons que H peut se mettre sous la 
forme (23 ter) et ce que nous avons d’abord a établir, c’est que si H 
peut se mettre sous la forme (23 {er), il peut se mettre sous la forme 


C20 01S). 
Pour cela, j’adopterai la notation suivante. J’appellerai 

H, l’ensemble des termes de H du degré le plus élevé (c’est-à-dire de 
deere gchar cia: 

Hal AN des termes de H du degré le plus élevé (c’est-à-dire de 
degré g),en x et . 

H, l’ensemble des termes de H du degré le plus élevé (c'est-à-dire de 
degré g), en ~ ely ; 

H, l’ensemble des termes de H du degré le plus élevé (c’est-à-dire de 


: I / 
degré q), en zt z: 


Jedehnirardemémers EEK; i, Py, Po, P,;:P,:0:0;; Q3,Q 


Je remarque que H, et H, ont un terme commun, le terme en bes 42 
l’appellerai H,, ; je définirai de méme H,,, H,,, H,,, F,,, .... Cela pose, 
en prenant les termes du degré le plus élevé, en x et y, on aura si 


q=ptrm, 


Hoan (ot + +P,+Q,)+ (oP, D be ms). 


*! dy 


Si, au contraire, Hest de la forme (23 £er'), les termes de degré p +m 
doivent disparaitre, et l’on aura 


dP, dO, IF, dF, 
(24) o—Fi(x ty +P,+Q,)+ (el +707) 


ou 
d bs d et 
oR yi gee Fy YQ: VE) =0: 
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Cela montre que 


¥Q, VF, dx asl ah VF, dy 
est une différentielle exacte que j’appellerai 
HAL tone 


> . * ' nt 
C’est une fonction homogène de degré p + 2 + = en x et y; on a donc 
7h ANT EN 
(p +2 + 2) T VF, = ay RQ — P)). 
Je poseraiQ,— P,= R,, et je trouverai 


k res d = 
(p 2s = \y QuvE i= 7g (CYR vi) 
ou 


(25): (p+2+ QE = YF, ny GAB, + say R 


2 


a, 
‘dx 


' . dF ors ee 
Cette équation montre que x ei R, est divisible par F, (et comme 


dF, 
dx 
par F, (remarquons en passant que, d’après leur définition, F,, P,, 
Q,, R, sont des polynomes entiers en x et y). Soit done 





F, est premier avec x——, dans le cas général), que R, est divisible 
We = 

= (p +2 + aS pr 
ey 


On voit que S, sera un polynome entier homogène et d’ordre p — m 
en x et y. On aura d’ailleurs 


yQwF, = (ays, F%), eR iy Fe <= ag So 


à I ; : : : 
Les termes du degré p+ m en x et — doivent disparaître, ce qui 
pf 
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donne 
d fe ee d = 
ase aaa iB ÎT : Eh Le pi 
dx (on VF.) + dy (YQ: VFs)= 0; 
ou bien 


DC VE, dx — #P, VF, die OT VE 


ECC r iD . \ ' nt I 
TyF, étant une fonction homogène de degré p + — en «x et =; ona 


donc, par le théorème des fonctions homogènes, 
m ==, TA 
(p ig =) EUR = ay VECO; + Py. 


Si je pose Q, + P, = R,, je retrouverai une équation analogue à (25), 
à : m é m 1 Peer 
où le coefficient p + 2 + — sera remplacé par p + > et où l'indice 1 
sera partout remplacé par l'indice 2. Cette équation montre que R, 
est divisible par F,. Posons donc 
M\ a 
R,=(p+ =)S,F,; 


2 
\ Sr 


ex 1 ' I 5 
S, sera un polynome homogène de degré p — m en x et = et l'on 


aura 


Osa hs = a (wy Sele cP, VF, = — a (ay, F° 


te KW 


). 


On démontrerait de même qu'on aura 


y Q: VF; ee e (ays, F?), xP, VF, TT 5 (ayS; Fe i 


PQ = ÉGyS FE), oP. VF L(aysiFi), 


al al LA A r I 
S, et S, étant des polynomes homogènes de degré p — men - et y et 
= ct. 
[ I 
ih = Chae 
Bey 


S, et S, contient un’ terme en æ7 soit 5,, celuideS,, 5,, celui 
de S, ; je vais démontrer que S,, = 5,,. 
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m à m 
Re (p+ He 2)SF, ee (p+ *\S.F., 
on ure, en égalant les termes indépendants de y, 
= m 
(0 HP EE (p re ae =| Ske, 
m à 
(Quast Pi) = (p+ >) SF 
il faut donc démontrer que 


(p a =) (OS 5 = (p ri 20 =) (One. P,), 


ou 
m 


(p+i+ =) Pit Qu =o. 


Egalons dans (24) les termes indépendants de y; ces termes, dans 


dF, dP, 


D ei 
14 O Tears tai 


= 
SAD ee 


> 


sont respectivement 


Pis, 00, mette, Son ENS pee 


Il vient donc 
Wn 


PPitPis+Qis+-P,=o, 
ou 
m P Q as 
je pi rt 1e ts 12 — O. 
C10. eros 


On démontrerait de méme que 


m 


tS, ont même terme en y?—”, 


Un 
© 


el S j » DÉS 


SES, ; oP, 
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Il existe donc un polynome 5 de degré p — m, où 


Les termes de degré p—menæetysontS,, 


I 
» DE Lins Dae D: 


» sets, » ar 
Posons alors 
ye d oT pv EG CN RE ay 
GOL ngs © (ay SF ji LEUR = (ay SE |. 


On a donc 
d 172 hoy d ay Wire An 
ae rae VE) "PACA. VF) =, 
et par conséquent 


H d 


x ee paul 
pos CRE PA VE EE m L'(Q ON: 


Les polynomes P et Q sont donc remplacés par P — P” et Q — Q’ 


qui sont, comme nous allons le voir, de degré moindre. En effet, les 
termes de P” et Q”, qui sont de degré p — m 


ema ely sonie, eb Q;, 

en & ets sonuh eet. ().. 
J 

en — et y sont PeeuOy, 


I 1 
en = he sont P, et Q,. 


Le degré des polynomes P et Q peut donc toujours être abaissé 
5 
si H est de la forme (23 ter), de sorte que H peut toujours être 


ramené a la forme (23 bis). 0008s Ds 


256 H. POINCARE. 
Il suffit donc de chercher si H peut se mettre sous la forme (23 bis). 
Combien y a-t-il de polynomes H de degré g = p + m? 
Ily ena 
g+(g+i}={(p+m) +(p+m+i). 


Combien y a-t-il de polynomes P de degré p? 
Hyena 
Pap ws 
et autant de polynomes Q, de sorte quil y a 
2p°+2(p+1) 


expressions de la forme (23 bis). Mais toutes ces expressions ne sont 
pas distinctes, parce qu’il peut y avoir des polynomes P et Q, tels que 


> d = d == 
(26) ag (GP VF) + 7 (yQVF) =o. 
Cette equation exprime que 


E (yQ VF dx — «P VF dy) 
est une intégrale de différentielle totale. Cette intégrale, d’après ce 
que nous avons vu, ne peut être transcendante; et, en raisonnant 


comme nous l’avons fait plus haut, on verrait qu’elle doit être de la 


forme 
3 
Gy ai, 
S étant un polynome entier en a, y, =, +. On aura donc 
zy 
( = ds ad Pe 
Q= SF+a—F+-a2—5S, 
dx DUT 
(27) 
i ds oat 





Peo see aes 


Ces équations montrent que S doit être de degré p — m. Si, en 
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to 
Qt 
SI 


effet, S était de degré 


h>p—m, 


il contiendrait un ensemble de termes homogènes de degré L en x et y 
que j’appellerais S, (et je définirais de même, comme plus haut, S,, 
Serene Les termes de degré 2 + m devant disparaitre dans le second 
membre de (27), on aurait 


ds, SAP AE 











De SEL Ma Se SLT Ou 
à FAPAU a ah ure 
Oe Ann Hist Ming a) 
ou 
rep ~ pe DPN ek ae 
À (xyS,F*) = 0, POLE =, 


ANUS EUR 

On démontrerait de même que S,, 5, et S, sont nuls. 

Donc 5 est de degré p — m, etil y a autant de relations (26) que 
de polynomes de degré p — m, c’est-à-dire 


(p—m}+(p—m+i). 


Combien y a-t-il alors de polynomes H distincts non susceptibles 
d’être mis sous la forme (23). Il y ena 





(p+m}+(p+m+i) —2p—2(p+1) 
+ (p—m)’?+-(p—m-+ 1)’, 
c'est-à-dire 4m?. 
Dans le cas de la fonction perturbatrice, on a 


a: tm? ==10. 


Ainsi les coefficients du développement de la fonction perturba- 
trice suivant les cosinus et sinus des multiples des anomalies excen- 
triques sont des fonctions transcendantes des éléments. Mais ces: 
fonctions transcendantes dépendent au plus de 16 transcendantes 


distinctes. 
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Cas des excentricités nulles. 


Alors, nous l’avons vu, le polynome F contient des termes en 


—1 


yy; , , ant ay A mi À a À 
LV, Ly Wy 1 CT, VIN ee CT a 


J’entendrai désormais, sauf avis contraire, par polynome de degré p 
tout polynome où, dans chaque terme, l’exposant de x, non plus que 
celui de y, n’excede jamais p en valeur absolue. 

En ce sens, F est un polynome de degré 1. Je généraliserai en sup- 
posant que F est un polynome de degré m. 

Soit H un polynome de degré g; il s’agit de savoir s’il peut se 
mettre sous la forme (23). Je dirai encore que le polynome est de la 
forme (23 bis) si le degré p des polynomes P et Q (le mot degré est 
entendu au sens nouveau que je lui donne) est égal à g — m, et de la 
forme (23¢er) s’il est plus grand que g — m. 

Je me propose encore d’établir que tout polynome de la forme 
(23 ter) est aussi de la forme (23 bis). 

Adoptant des notations analogues à celles du paragraphe précédent, 
je désigne 


par P, l’ensemble des termes de P de degré p par rapport à x, 


Bs » le » P » y, 
re » jE » P » “ » 
re » ind » P » 5 : 
par Q i » » P » DL, 


Q, » 
Q, » 


» P » PR 
x 
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par F, l’ensemble des termes de F de degré m par rapport à x, 


F » m » Y, 


F, » 
A. I 
Be » EF mL » =) 
I 
F, » F oe Tn » ak 
ue 


Je désignerai toujours par P,, le terme commun a P, et à P,, qui 
est alors un terme en x? y?, et je définirai de même Q,,, ..., F,., .... 


Nous retrouverons alors Péquation (24) qui montre que 
vQ, VF de —aP, /F,dy = daT, 
est une différentielle exacte. Si nous observons que par définition P,, 
Q, et F, sont égaux a x? ou à x” multiplies par une fonction de y, 
nous voyons que T, doit être égal a 
71 
PERTE 
multiplié par une fonction de y, c’est-à-dire que 


(p+i+7)T,= 05! =ayQ, VF. 


dx 


, dT 
En égalant les deux valeurs de ne on trouve 


m - dQ 2 YA dE 
—(p+1+ TE) PF = + QF + LÉ QE 


ce qui montre que Q, est divisible par F, (si, comme nous le suppo- 


sons, F, est premier avec y a) 
Nous pourrons alors poser 
3 
dts — “LY a Ee 
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S, étant égal à #?-” multiplié par un polynome d’ordre p — m en y 


I T A 
et —. Nous trouverons de mème 
x 


“AU Peder ba Hedy lee 
el 
(p + 1 + =) TUNER 
on démontrerait de la mème façon que 
3 
ARCS Re 
S, étant égal à y?-” multiplié par un polynome d'ordre p — m en x 


I 4 x 2 
et =: Mais S, et S, ont tous deux un terme en x?-”y?—”; j'appelle S,, 


celuilde S,etio,, celui de oo. Je disques is, 
in effet, nous avons 


2 2 


(p+1+7)SF.=Q, (p+1+7)S,F,=—P,, 


d'où 
(p+1+7)SeFe= Ques (p+1+2)SF,= PP, 


Ce qu'il faut donc démontrer, c’est que 


ttes - 


Mais si dans l'équation 
ag CPV) + EG Q VF) = 0, 
on conserve seulement les termes en germ yP*+™, on trouve précisément 
D ae Qi. 10: 


On définirait de mème S, et S,, et l’on verrait comme plus haut 
Que 9,9, etc. 
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Il existe donc un polynome S d'ordre p — m dont les termes de 


“4 


, I I . à a 
degré p — m en x, en y, en z’ eM =» sont respectivement ete Os 


et S,, de telle façon que 


\ 


yQ, VF, = 4 (aySF?), 


Le reste du raisonnement se poursuivrait comme dans les paragra- 
phes précédents et l’on verrait que tout polynome de la forme 
(23 ter) peut se ramener à la forme (23 bis). 

Il suffit donc de rechercher si H peut être mis sous la forme (23 bis), 

Or combien y a-t-il de polynomes H de degré g = p + m? yen a 


(2g +1) =(2p + 2m +i). 


Il ya (2p +1)* polynomes P de degré p et autant de polynomes Q, 
et par conséquent 
2(2p +1)? 


expressions (23). Combien entre ces expressions y a-t-il d’équa- 
tions (26)? 
Si 


[ly Q VF dx — xP VFdy) 


est une intégrale de différentielle totale, cette intégrale ne peut être 
transcendante et doit être de la forme 


xy SF, 


ae CNT 
S étant un polynome en x, y, —> —- 
ea 
Les équations (27) qui sont encore valables montreraient que S est 
de degré p — m; car si 5 était de degré h > p—™m, en écrivant que 
les termes en x*+” disparaissent du second membre de (27), on trou- 


verait 
3 \ 


 (ayS,F*) AL 4 (ayS, Fi) a | 


ax 1 
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en appelant S, l’ensemble des termes de S en «#*. On aurait donc 
S,= 0, et l’on verrait de même que les termes de S en y”, en x et 
en y~“ doivent disparaître. 
Il y a donc autant de relations (26) que de polynomes de degré 
p — m, c'est-à-dire 
(2p—2m-+1)?. 


Combien alors de polynomes H non réductibles à la forme (23)? Il 
yena 
(2p+2m+1)?—2(2p+1)?+(2p—2m+1)’. 


Cela fait 8m?. 
Dans le cas de la fonction perturbatrice m= 1. 
Il y a donc au plus huit transcendantes distinctes. 


Influence de la symétrie. 


Ce nombre peut encore étre abaissé. Nous avons vu, en effet, que 
le polynome F ne change pas quand on change x en y, ni quand on 


change x ety en ~ et ~. Nous ne nous servirons que de la première de 
L 34 
ces deux symétries. 
Ainsi F est un polynome symétrique en x et y. 
Soit alors H un polynome symétrique en + et y. 
Si nous avons 


a 
VF 


je puis supposer que les polynomes P et Q se changent l’un dans 
l’autre quand on change x et y. 


d eee = 


Si en effet il n’en était pas ainsi, en permutant x et y, on trouve- 
rait 
He ue 5 
VE aly! (y; 0) VF | 2 ie 20% % ) VF], 











H d as Pc, y) + O5" l —=O(x, y Pire 
nr EN: ( HE =) +20 ve Pie (y: |, 
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etil est clair que les deux polynomes 


P(a,7)+Q0(7, 2) Qa y)+ Py, x) 


3 2 








(qui remplacent P et Q) se permutent quand on change x et y. 

Pour chercher combien il nous restera de transcendantes distinctes, 
il suffit de chercher combien il y a de polynomes H symétriques non 
susceptibles d’être mis sous la forme (23). 

D'après ce qui précède, il suffit de chercher combien il y ena qui 
ne peuvent se mettre sous la forme (23 bis), les polynomes P et Q se 
permutant quand on change x en y. C’est ce que j’appellerai mettre H 
sous la forme (23 quater). 

Ilya 

(29 +1)(g+1)=(2p+2m+i)(p+m+Hi) 


polynomes H symétriques de degré q- 
Ily a (2p+1)? polynomes P(x,y) de degré p. A chacun d'eux 
correspond le polynome 


Q(4,y)= Ply, x). 


Il y a donc (2p +1)? expressions (23 guater); mais toutes ne sont 
3 q ; 
pas distinctes, car on peut avoir entre elles des relations de la forme 


, ad + D d Os 
(26 bis) = (PVF mae VF)=o0, 


d’où? 
3) 


VF (yQ dx — xP dy)=d (SF). 


3 
Si l'on change x en y, le premier membre change de signe; donc SF’ 
change de signe, et comme F ne change pas, 5 change de signe. 

Il y aura done autant de relations (26 bis) que de polynomes 5 de 
degré p — m qui changent de signe quand on change x en y, c’est- 
à-dire 

(2p+2m+i)(p — m). 
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Le nombre des polynomes H symétriques non susceptibles d’être mis 
sous la forme (23) est donc 


(2p+2m+i)(p+m+i)—(2p +1) +(2p — 2m+1)(p — m), 


c'est-à-dire 
4m? + 2m. 


Ici m=1; donc 4m°+2m—0. 

Ainsi, st les deux orbites sont circulaires et les deux excentricités 
nulles et si l’on développe la fonction perturbatrice suivant les sinus 
et cosinus des multiples des anomalies excentriques qui se confondent 
alors avec les anomalies moyennes, les coefficients sont des fonctions 
transcendantes des éléments; mais ils dépendent au plus de SIX 
transcendantes distinctes. 

Tenons compte maintenant de la double symétrie du polynome F; 
il ne change pas, ni quand on permute x et y, ni quand on change 


I J 
x en — et en —: 
AN Us 


Pour que ces deux changements n’alterent pas l'intégrale double 


/ H dx dy 

IE 

il faut et il suffit qu'ils n’altèrent pas non plus le polynome 
im = cy H. 


Si H’ est un polynome présentant cette double symétrie, et si H peut 
se mettre sous la forme (23), nous aurons 








pee Bat Fig ar an, - d()' tare 
(20) W=0(F +i EP )+y (FS +332) 


en posant 


Pe Za RES SAABE 


Si H a cette double symétrie, on pourra toujours supposer que P’ se 
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change en — P’, et que Q se change en — Q’ quand x et y se chan- 
J I LA / 
gent en = et — et, d’autre part, que P’ se change en Q’ et Q’ en I”, 
quand on permule x et y. 
Cela se démontrerait comme plus haut. 
Le polynome F est de degré m (je veux dire par la, comme plus haut, 
Pas 5 J I ) I 
Le mA ap Pr à a » tT ? ay apte AP pre » P: , 
quil est de degré m par rapport à x et —, d'une part; par rapport a y 
I 
et —, d’autre part). 
. 
51 P’ et Q’ sont d'ordre p, H' sera d’ordre g = p + m. 
Ilya 


(g+1}=(p+m +1) 


polynomes IH de degré g présentant cette symétrie. 
Il y aura, d’autre part, 
ore “ie? p 
polynomes P’ de degré q se changeant en — P’ quand x et y se chan- 


7 1 
gent en — et eo A chaque polynome P” correspondra un polynome 


Q'(x,y)= Py, x). 


Il y aura done 2p*+ 2p expressions (28). Il reste a savoir sil n'y a 
pas entre elles des relations de la forme 


MMS RO WE © 4 





ae ey Oh 
ou 
= dr — dy Sep ae: 
/ Ir _\vy aay = 1172 
OL Serie d(S'F?), 
d'où 
ee (wa alter 


d y 





5 

à 
NS dE 
Ze - S'). 


On voit que S’ sera un polynome d'ordre p — m; ce polynome change 
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de signe quand on permute x et y;ilne change pas quand on change x 

T I 
en — n(—)- 

x oY © & 

Il y aura donc autant de relations analogues aux relations (26) qu'il 
y aura de polynomes S’ de degré p — m présentant cette symétrie, 
c'est-à-dire 

(p—m}). 


Le nombre de nos transcendantes distinctes est alors, d’après un cal- 
) P 
cul que nous avons fait bien des fois, 


(p+m+i)— 2p?— 2p +(p—m), 
c'est-à-dire 
2m?+2m+1. 
197 1,00 à 
2m? + 20 +1—= D. 


Donc les coefficients du développement de la fonction perturba- 


trice dépendent au plus de cing transcendantes distinctes, quand 
les deux excentricités sont nulles. 


Relation avec la théorie des périodes des intégrales doubles. 
Il n’est peut-être pas inutile de dire comment j'ai été conduit a ces 


résultats. 
Les coefficients cherchés sont des périodes de l’intégrale double 


atyt de dy 
; VF POS À 


Soit A,, le coefficient en question; envisageons la fonction 


lx d 
D(4, M) = ut f ET 
LÉ : ay VF (1—tx)(1—uy) 


et étudions ses variations quand on fait varier { et uw et, par conséquent, 





sa nature analytique. 
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Quand ¢ décrira un contour fermé, les diverses périodes de l’inté- 
grale double s’échangeront entre elles. Les nouvelles déterminations 
de ®({,u) seront donc des fonctions linéaires des anciennes. En 
d’autres termes, la fonction (4, w) considérée comme fonction de ¢ 
satisfera à une équation différentielle linéaire dont les coefficients 
seront des fonctions uniformes. L'ordre de cette équation sera au 
plus N, si N est le nombre des périodes de l'intégrale double. 


De plus, la fonction sous le signe ia étant algébrique, tout point 


singulier de (4, w) sera un simple point singulier algébrique ou loga- 
rithmique. Doncles coefficients de l’équation linéaire seront des fonc- 
tions rationnelles. 

On arriverait au même résultat en considérant (4, w) comme fonc- 
tion de w; ou bien en supposant entre £ et uv une relation algébrique 
quelconque. 

En résumé, la fonction (4, w) et ses dérivées par rapport à { et 
au satisfont a deux ou plusieurs équations linéaires dont les coeffi- 
cients sont des fonctions rationnelles en ¢ et en w. 

On peut méme, en chassant les dénominateurs, supposer que les 
coefficients des équations linéaires sont des polynomes entiers en / et 
en U. 

Or, on sait que, si une fonction satisfait à une équation linéaire et 
si l’on connait les premiers coefficients, tous les autres peuvent s’en 
déduire. 

Nous devions donc prévoir que tous les coefficients dépendraient 
d'un nombre fini de transcendantes distinctes. 

M. Féraud a présenté dernièrement à la Faculté des Sciences de 
Paris une Thèse où il se proposait d'étudier la valeur approchée des 
termes de degré élevé du développement en modifiant la méthode que 
j'ai exposée dans mon livre sur les Méthodes nouvelles de la Méca- 
nique céleste. 

Il a introduit une fonction qui présente de grandes analogies avec 
celle que je viens d’appeler ®(¢, w); il montra en même temps le lien 
qu il y avait entre l’étude de cette fonction et celle des périodes des 
intégrales doubles. 

Je fus ainsi conduit à penser a l’analogie étroite qu'il devait y 
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avoir entre la théorie des périodes des intégrales doubles et celle des 
périodes des intégrales simples; je pensai en particulier au Mémoire 
de M. Fuchs, du Tome 83 du Journal de Crelle, au sujet de l'équation 
linéaire à laquelle satisfont les périodes de Vintégrale elliptique. Il est 
évident que l'intégrale 








+1 dx 
i =k (i — tx) (G— 2)(1— Px?) 


doit satisfaire à une équation analogue et que létude de cette équa- 
tion conduirait immédiatement aux relations de récurrence bien con- 
nues entre les coefficients b de Laplace. 

Mais la théorie de ces coefficients de Laplace n’est pas autre chose 
que celle du développement de la fonction perturbatrice, quand les 
deux excentricités et l’inchinaison sont nulles. 

On peut donc prévoir que le même procédé, appliqué aux intégrales 
doubles, donnera des relations de récurrence analogues entre les coef- 
ficients du développement quand l’inclinaison n’est pas nulle. 

On remarquera également que la théorie qui remplit les pages pré- 
cédentes est une généralisation toute naturelle de la réduction des 
intégrales hyperelliptiques, réduction qui aboutit, comme on sait, à la 
distinction des intégrales de première, deuxième et troisième espèce. 

On peut donc entrevoir une relation entre le nombre des périodes 
et celui des intégrales de première et de deuxième espèce, ainsi que 
cela a lieu pour les intégrales hyperelliptiques et abéliennes. 

Ce n’est pas tout; reprenons le coefficient du développement qui est 
représenté par l'intégrale 


Lay? dx dy 
JE VASE 


Cette intégrale peut être regardée comme une fonction des coeffi- 
cients de F (et par conséquent des éléments du mouvement elliptique). 
Mais quand ces coefficients varieront et après avoir décrit des contours 
fermés reviendront à leurs valeurs primitives, les périodes de Vinté- 
grale double ne feront que s’échanger entre elles. C’est le même rai- 
sonnement que plus haut et le résultat est le même; notre intégrale, 
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considérée comme fonction de l’un des éléments elliptiques, satisfera 
à une équation linéaire à coefficients rationnels. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique aux développements 
procédant suivant les anomalies excentriques. Passons au cas des 
développements procédant suivant les anomalies moyennes. 

Un coefficient quelconque sera donné par l'intégrale 


arb si (x— = be’ ae e! f 
J — ape RCE JE ddr: 
2 x OF 2 y 2 y? 


e désigne la base des logarithmes népériens, ¢ et ¢’ les deux excentri- 
cités. C’est la présence du facteur transcendant 


(x =) + (+ 
oy \Ge a e/a BENS 9, 
€ 








qui empêche que les résultats précédents soient immédiatement appli- 
cables. C’est ce que j’appellerai le facteur exponentiel. 

Nous voyons que les deux entiers a et b figurent, d’une part, dans 
le facteur xy’ et, d’autre part, dans le facteur exponentiel; d’autre 
part, les deux excentricités € et ¢’ figurent dans le facteur exponentiel 
et en dehors de ce facteur. 

Si nous posons 


— =F — — TF 
2 : 2 : 


le facteur exponentiel devient 
txr— nary 
e A a, 
et si nous considérons 7, 7’, €, #’, a, b comme des variables indépen- 
dantes, ce qui ne fait qu’étendre la généralité, 7 et 7’ n’entrent que 
dans le facteur exponentiel, et, au contraire, ¢, €’, a et b ne figurent 
qu’en dehors de ce facteur. 
Cette convention simplifiera l’énoncé des résultats. 
On sait que si l’on pose 


u = fe” f(x) de, 
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et si f(æ) satisfait à une équation différentielle de la forme 
dk 
D Ages Bay 
la fonction w satisfera a l’équation conjuguée 


DEA fu)=0, 


ourvu que le chemin d'intégration soit convenablement choisi, et en 
| 5 ; 
particulier si l'intégrale définie uw est une période de l’intégrale indé- 
finie. 

Soit de même V une période de l’intégrale double 


Vite ie Mae y)dxdy. 


Si la fonction f(x, y )satisfait à une ou plusieurs équations linéaires 
de la forme 





: LA 
(2) D, Ax° y* dx” dy” Cas 0 
la période V satisfera aux équations correspondantes 
‘ dz+B(Vsm ur) 
3 \" de 1)*+8 CHER ACT aay 
oy >. ast ds dub 


Or, si f est une fonction algébrique quelconque de x et de y, f sa- 
tisfera à deux équations linéaires a coefficients rationnels en x et y. 
Done V satisfera de même à deux équations linéaires à coefficients 
rationnels en 3 et w. 

Cela peut d’abord s’appliquer a la recherche des relations de récur- 


. , I 5 
rence entre les coefficients du développement de TF recherche qui 


nous a occupés dans les paragraphes précédents. 
8 P 


En effet, la fonction —= étant algébrique, l'intégrale 
VF 


V= [fe ie 
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satisfera à deux équations analogues à (3). De ces équations il est 
aisé de déduire des relations de récurrence entre les coefficients du 
développement de V suivant les puissances de 3 4ub, Or le coefficient de 


34 uv 
a!b! 





est précisément l'intégrale 


ee ye dady 
J agree 


c’est-à-dire |’ 








D'autre part, posons 


I 


is . 
Ho TAG 


l'intégrale (1) pourra s’écrire 


Jaf fora, n)d dns 


D(EË, 4) est une fonction algébrique de £ et de y. Donc J, considéré 


comme fonction de 7 et de 7’, satisfait à deux équations de la forme (3). 
Mais on peut encore mettre l'intégrale J sous une autre forme où le 

même résultat apparaîtra d’une façon non moins évidente. L’inté- 

grale J peut être regardée comme un cas particulier de la suivante 


He DE 


où (x, y) est une fonction rationnelle de x et de y et où 7, 7,, 7’, 7, 
sont regardées comme des variables indépendantes entre elles, et indé- 
pendantes également, d’après la convention faite plus haut, de < et ¢’ 
qui continuent à figurer dans 9 et dans K. 

On retrouve l'intégrale J en faisant 


T 


pm 
v 





1) 
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Nous voyons ensuite qu’à un facteur constant près cette intégrale 
est une période de l'intégrale quadruple 


2 


il enr ty PA AY Er AY, ee 
= (« I Nose 
V hor Æ A y 


ou encore une période de l’intégrale quintuple 





fees Li TY+Ti Vi edx dy dx, dy, ds : 
| I I 
2F—1)(a,+ — + — 
( ) ( 1 =) (y: y 
Je regarderai cette intégrale comme un cas particulier de la suivante 


vdzx dy dx; dy, dz 


(4) [ee Sake ; 4 
32F — = = 
D (e+ 3) (m5) 





L'intégrale se trouve ainsi mise sous la forme convenable. Sous le 
signe [ nous avons le produit d’un facteur exponentiel et d’une fonc- 


tion algébrique (et même rationnelle) des cinq variables x, y, x,, 
Vi 

Donc l'intégrale considérée comme fonction de 7, 7,, 7’, 7, et uw 
satisfera a cinq équations différentielles linéaires à coefficients ration- 
nels. 

Toutes les dérivées partielles des différents ordres de cette intégrale 
par rapport a7, 7,, 7’, 7, et w peuvent s'exprimer linéairement à l’aide 
d’un nombre fini d’entre elles; et cela par le moyen de ces cing équa- 
tions différentielles et de celles qu’on en déduit par différentiation (je 
reviendrai tout à l'heure sur ce point). 

Donc, si nous considérons les intégrales 


ay DC 


IAA 
T'Y xX, 125 





; 5) Je oda dy dx; dy, ds 


oro) G45) 


ol H=tH#+4,07,+7¥+7,y,+Uus et où a, b,c, a,, b, sont des 
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entiers, toutes ces intégrales peuvent s’exprimer à l’aide d’un nombre 
fini d’entre elles. 

Reprenons maintenant l'intégrale (4). Nous venons de la considérer 
comme fonction des t et de w; mais nous regarderons maintenant u et 
les 7 comme des constantes et nous ferons varier les éléments ellipti- 
ques (et entre autres ¢ et e’) dont dépend la partie rationnelle de la 


fonction sous le signe f - 


La dérivée de J par rapport à l’un de ces éléments, ou une dérivée 
partielle d'ordre quelconque de J par rapport à ces divers éléments, 
sera de la forme 


(6) {i fie ell dx dy p 
(VF it 
ou bs NES le facteur exponentiel et où P est un polynome en x, 


ys = — et = 

De même que l’intégrale (1) a été ramenée à enteeeste (4), de 
même cette intégrale (6) se ramènerait à une combinaison d’intégrales 
de la forme (5). 

Donc les diverses dérivées partielles de J peuvent s'exprimer à laide 
d’un nombre fini d’entre elles. 

Un dernier point que j'avais réservé reste à examiner. Soit l’inté- 
grale double 


(7) J Se Ry, z)dady dz, 





où R est rationnel en a, y et 3; je dis que les dérivées partielles de J 
par rapport à £, à u et à peuvent s'exprimer à l’aide d’un nombre fini 
d’entre elles. 

J'ai énoncé plus haut cette propriété, sans la démontrer, en ce qui 
concerne l'intégrale (4); établie pour l'intégrale triple (7), elle s’éten- 
drait évidemment à l'intégrale quintuple (4). Soit 


lé 


OT 


P et Q étant des polynomes. 
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R satisfera aux équations différentielles 
dR dP dQ 
PQS. =R(QS— PZ): 
dR dP pdQ 
POT =R(QE — Pa) 
dP p 4 dR be dR dQ 
(QT — Poe) de = dy (Q ge Pas)? 
dR dR dR 
dz “dy dz 
dP dP dP 
dx dy dz 
dQ dQ dQ 
dx dy dz 








Cherchons a former les équations correspondantes auxquelles satis- 
fait J et qui se déduisent des premières comme l'équation (3) se déduit 
de Péquation (2). 

A chaque polynome en #, y, z correspondra un opérateur. 

Au polynome | 


> A LV zP 


correspond l'opérateur 


dm+n+p 


m+R+p 
> AE 1) den dur der” 


A, À,, À, D,, D,, D, 


Soit 


les opérateurs qui correspondent aux polynomes 


= dP d dQ 
PQ). tS Oe eee $.= QF PR; 
Ta SPORE ee LOC 
‘dy ds Meas a 2) ds dx dz dz’ 
r  @PdQ_ dP dQ 
gee Fes 
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Alors les équations auxquelles satisfait J s’écriront 


A(tJ) =A, J, 

AAA 

A,(uJ) = Ay(t3), 

Dict Digud y3-D, Ce) 0: 


(8) 


Pour démontrer que toutes les dérivées de J d’ordre suffisamment 
élevé peuvent s’exprimer à l’aide des dérivées d’ordre moindre, il suf- 
lira de montrer qu’une combinaison linéaire quelconque des dérivées 
d'ordre M peut être regardée comme obtenue de la façon suivante. 

Parmi les équations que l’on peut déduire des équations (8), par 
différentiation, distinguons celles qui sont d'ordre M. 

Soient 

Hy =o, ELS="0; re Hi 0 


ado Don El. \teales termes de Hy, 47" 7H, 
qui contiennent des dérivées d’ordre M. 

Je dis que toute combinaison linéaire des dérivées d'ordre M de la 
fonction J pourra se mettre sous la forme 


Bi + las. ee tr Sn ky 


les 6 étant des fonctions de 4, 4, v. 
Les termes de l’ordre le plus élevé des équations (8) sont 


tA’J, uA'J, uA J —1AJ, 
DJ + uD I + eD: J, 


où A’, À, A,, D,, Di, D; représentent les opérateurs obtenus en con- 
servant les dérivées de l’ordre le plus élevé dans les opérateurs A, 
A,, ...; ils correspondent respectivement aux polynomes PQ", 5, 5), 
1°, T,, T, obtenus en conservant dans les polynomes PQ, 5,, 5., T, 
T,, T, les termes du degré le plus élevé. 

Dans une équation d’ordre M obtenue en différentiant et combinant 


af 
Journ. de Math. (5° série), tome ILI. — Fasc. II, 1897. 90 


a 
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les équations (8), les termes d’ordre M seront de la forme 


to) B,40,4'J + 6,(utL AJ — 10,434) 
+ 8, (0, DS + u0, DJ + 60, D:9), 

où $,, B., 6, sont des fonctions, O,, DL, D, des opérateurs quel- 
conques. 

Ce qu'il s’agit .de démontrer, c’est que toute combinaison des déri- 
vées d’ordre M peut se mettre sous la forme (9), ou, ce qui revient au 
même, que tout polynome homogène d'ordre M en x, y et z peut se 
mettre sous la forme 


BP QV, + BV, (US — 18.) BV (Ti + wT, +07), 


où V,, V,, V, sont des polynomes arbitraires correspondant aux opé- 
CATEUTÉ UP PL TT 
Or, pour cela, il suffit que les trois polynomes 
PO? US, — 19. tT, +uT)+ eT, 
ne puissent s’annuler à la fois. 

C’est justement ce qui a lieu quand on attribue des valeurs quel- 
conques aux trois indéterminées ¢, w et ¢ et quand les polynomes P 
et Q sont les plus généraux de leur degre. 

Le théorème démontré quand les polynomes P et Q sont les plus 
généraux de leur degré sera vrai (et pourrait se démontrer par pas- 
sage à la limite) pour des polynomes quelconques. 
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Sur une série de groupes primitifs holoédriquement tsomorphes 
groupes } q 


à des groupes plusieurs fois transitifs ; 


Par M. Eo. MAILLET, 


Ingénieur des Ponts et Chaussées. 


EF 


Soit S un groupe symétrique ou alterné de n éléments a,, a,, ..., 
a (n > 4). On sait (') que le groupe G, formé par les substitutions 
que 5 opère entre les C* combinaisons & à « des n éléments (: Pade te 2) 
est primitif. 

Soit C un sous-groupe de S, de degré n, k fois transitif; on sait(*), 
et l’on voit de suite, que C opère entre ces C* combinaisons un groupe 
F, de substitutions, transitif si #2, l, étant un sous-groupe de G,. 
On peut se demander si I, est primitif. 

Soit A, le sous-groupe des substitutions de F, laissant immobile la 
combinaison @,, @,, ..., @,, D le sous-groupe correspondant de C; 
D est formé des substitutions de C qui permutent exclusivement entre 
elles les lettres a,, a,, ..., da. C étant supposé k fois transitif, avec 
ka, D opère entre ces « lettres les substitutions du groupe symétrique; 








(1) Journal de Mathématiques, p. 16; 1895. 
(?) Voir Bull. Soc. math., 1896, notre Note sur les groupes de substitutions. 
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de plus les sous-groupes de C et D, formés des substitutions de Cet D 
respectivement laissant immobiles ces « lettres, coincident et forment 
un groupe E, À — à fois transitif, par suite transitif si kZa + 1, et pri- 
mitif si kZa + 2. 1, n'est qu'une fois transitif, en général, comme G, 
qui le contient ('). 

Nous savons (?) que [, sera primitif à la condition nécessaire et 
suffisante que A, soit maximum dans F,, ou D maximum dans C. Il 
suffit donc de voir si le groupe dérivé de D et d’une substitution quel- 
œnque U de C, non contenue dans C, coïncide avec C. 

La substitution U, n’appartenant pas à D, permute une des lettres 
@,,-Qz, se.) A, avec une des m—« autres lettres, et le groupe h, 
dérivé de D et de U, sera transitif entre les 7 lettres, si D l’est entre 
les n — à lettres a,,,, ..., a,, c'est-à-dire si k2%+1, ce que nous 
supposerons. 

Si F n’est pas primitif, il admettra une répartition de ses lettres en 
systèmes de non-primitivité 7a 1 avec 17S _ et z divise n. Considé- 


rons dans F le sous-groupe L des substitutions de F laissant a; immo- 
bile : L permutera exclusivement entre elles les lettres du système de 
non-primitivité auquel appartient a;. Si l’on prend 7 Sa, L contiendra 
le sous-groupe des substitutions de D laissant a; immobile, lequel 
opère entre les lettres @,, &,,..., a, autres que a; les substitutions du 
groupe symétrique de «—1 éléments, ct, par suite, le groupe E. 
Donc L permute transitivement ces & — 1 lettres (sauf si à = 2, mais 
les raisonnements qui suivent restent applicables) : si une seule d’entre 
elles appartient au même système de non-primitivité que a;, elles lui 
appartiennent toutes, et z=. Si une des lettres déplacées par E appar- 
tient au même système de non-primitivité que a;, avec J £a, toutes les 
lettres de E, qui est ici transitif, lui appartiennent, et il faudrait 


ado TO Nees i A ee 
RC gee résultat absurde, en supposant ici «< Swe On en 








(‘) Journal de Mathématiques, p. 23; 1896. 
(2?) W. Dycx, Math. Ann., t. XX et XXII, et notre Thèse de Doctorat, p. 18. 


ye n À … 
(3) Il n’y a pas d'intérêt à supposer «>> —; car a toute combinaison des 
" 2 


n lettres x à « en correspond une autre formée des n — « autres lettres, et les 
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conclut, puisque 72 2, que les lettres a,, a,,..., a, forment un système, 
Gl Quest == 0. 

Les lettres de E formeront alors un certain nombre de systèmes, et 
il faudra : 1° que ¢ = à divise n; 2° que E admette une répartition de 
ses lettres & à a, ce qui est impossible si E est primitif. Il en résulte : 


Fest primitif : 1° quand k > à et que a ne divise pas n; 2° quand 
k>« et que E est primitif ou nadmet pas une répartition de ses 
lettres «aa; 3° par suite quand k2a + 2. 


Supposons F primitif : Eest de degré n — « et transitif entre n — x 
lettres. 

Si E est primitif entre ces lettres, on sait (') que F est au moins 
a + 1 fois transitif entre 7 lettres : le sous-groupe des substitutions de F 
laissant immobiles a,, a, ..., a, est E, en sorte que F et C sont de 
même ordre, ce qui entraine F = C; dans ce cas D est maximum 
dans C, et F, est primitif : il en est ainsi en particulier quand E est 
deux fois transitif entre ses n — a lettres, c'est-à-dire quand k2 + 2. 

Si E n’est pas primitif, et k = « +1, on sait (?) que F renferme un 
groupe F, deux fois transitif de degré p, + py +...+ py ti1= P, avec 


EE Die em a al Leo Ws 


Pei ctant un multiple de'p., p, un multiple de p,, -.., ev Fk, 
renferme des sous-groupes transitifs de degré p,, Py + Pas Pi + Pa + Pas 

re ps, po — PP, dont chacun ést contenu dans lé sui— 
vant, et PSn, d'où 


(1) MZ DP yt Pat... t+ Putt, et Pole —1. 








: NS . 5 ae Vt 
deux groupes lr, et l,_, correspondants coincident à Ja notation près. Si z= —, 


G, n’est pas primitif, et Ty non plus: d’ailleurs C ne pourrait en général être 


I . els . , 
= fois transitif sans contenir le groupe alterné. 


(*) Journal de Mathématiques, p. 383; 1871. 
(?) Journal de Mathématiques, p. 384-389; 1871, ou p. 20; 180. 
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On en conclut d’ailleurs que F est au moins rn — P + 2 fois tran- 
sitif. 

Siu=1, F étant à +1 fois transitif coincide avec C, et F, est pri- 
mitif. On n'a d'ailleurs p.>>1 que si p,22: TP, ne peut: donc-étre 
imprimitif que si p, est égal à un des nombres 2, 3, ..., ou a —1, et, 
a fortiori, que si n — « possède un diviseur >1 égal a un de ces 
nombres, c’est-à-dire n’est pas premier a (# — 1)! Donc : 


St F est primitif, il coïncide avec C : 1° quand k>a+1; 
2° quand k =a-+-1, sin—«a est premier à (a —1)!. 


Rapprochant ce résultat du résultat trouvé précédemment, on con- 
clut : 


Taéorëme 1. — Soit Cun groupe k fois transitif entre n lettres, 
l, l’isomorphe holoédrique de C formé par les substitutions que C 
opère entre les combinaisons « à « de ses lettres, avec x <k. VT, sera 
primuif : 

1° Quandk>a+1; 

2° Quand k=a-+1, et que l’on a à la fois n — « premier à 


(a —1)! et 4o0(mod. a). 


Par exemple, si « = 2, F, sera primitif si C est quatre fois transitif, 
ou s'il ne l’est que trois fois, mais que m est impair; si « = 3,T, sera 
primitif si C est cing fois transitif, ou s’il ne l’est que quatre fois, mais 
que m — 3 est impair et premier à 3, c’est-à-dire n de la forme 64 + 2 
ou 6h + 4; sia est quelconque, et si @,, , ..., ©, sont les diviseurs 
premiers de a!, T, sera primitif si k2a+2, ou si K=a-+1 et 
n—a=—I10,6,...0,+m, l étant un entier quelconque, et m un 
entier, positif ou négatif, premier à &,, &,, ..., Wz. 


II. — Applications. 


Premier cas. — Cest un groupe symétrique ou alterne. 


C est alors au moins 7 — 2 fois transitif, et l’on peut prendre 


. hr ’ ' > 
hes: Sh 5? On a, en général, n — 224 + 2, sauf pour de 
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petites valeurs de n; on retrouve ainsi les isomorphes holoédriques et 
primitifs de la deuxième catégorie (') des groupes symétriques ou 
alternés. 


Deuxième cas. — C est un des groupes cing fois transitifs de 


Mathieu (?). 


On a n=12 ou n — 24; le théorème I montre de suite que les 
groupes F, et F, correspondants sont primitifs. 

C contient ici un groupe C’ quatre fois transitif formé des substitu- 
tions de C qui laissent une même lettre immobile, de degré 11 ou 25, 
et pour lequel le groupe I’), analogue à F,, est primitif. 


Troisième cas. — C est un groupe linéaire fractionnaire. 


Nous allons établir a cet égard le théorème suivant : 


TreoreEme II. — Sort Cun groupe linéaire fractionnaire d’ordre ¢ 
trois fois transitif dérivé des substitutions 


: az + à 
” b3+$ 


V — 


~ 
~ 


(mod. p), 








où p est premier, et où a, «, b, $, z sont des entiers complexes 
formés avec une racine & d’une congruence irréductible de degré m, 
c’est-à-dire de la forme 


DE it dd, (mod. p), 


où d,,..., d,, sont entiers (mod. p). Le groupe V, des substitutions 
opérées par Centre les combinaisons 2 à 2 de ses p"+ 1 lettres, est 


. . * mV | yin 
un groupe primitif d’ordre ©, de degré eae ee (quand p” > 5), 


ply mL : 5 4 : 
et de classe eee SL PUR DL CL a8) == 2. 





(1) Journal de Mathématiques, p. 5 à 34; 1895. 
(*) 3 


Journal de Mathématiques, 1861 et 1873. 
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Je dis d’abord que F, est primitif. 

On sait que V sera une substitution à la condition nécessaire et suf- 
fisante que a8 — ba 0 (mod. p). C est trois fois transitif entre 
p” + 1 lettres représentées par p” indices incongrus (mod. p) el par. 

Ici n — a= p”™—1 n’est premier à 2 que si p = 2. Le théorème I 
montre donc que F, est primitif quand p = 2, mais non quand p est 
impair. 

Dans ce dernier cas, supposons F, non primitif: si l’on prend a, = 0, 
a, =», le groupe E est formé des puissances de la substitution 


NE ZT 0 2] (mod. p), 


où a’ est une racine primitive de la congruence «’”"~' — 1==0 (mod p). 
Le groupe D est dérivé de E et de la substitution 


Y= 


<3 





Ql 


| (mod p), 


car C ne contient pas de substitutions permutant exclusivement entre 
eux o et so autres que celles dérivées de X et de Y. E étant transitif 
entre nm — 2 lettres, le groupe F, dérivé de D et d’une substitution 
quelconque U de C non contenue dans D, est transitif entre n lettres. 
Si F est primitif quel que soit U, E étant transitif, on a ici, d’après (1), 
u — 1; coincide avec C et I, est primitif. Supposons donc F non 
primitif pour une valeur de U convenablement choisie : F admet une 
répartition de ses lettres en systèmes de non-primitivité de 2 lettres, 
ak apres ce qu on a vu, et o, © forment un systeme. Quant aux autres 
systèmes, ils seront formés chacun des lettres d’un cycle de la substi- 
tution |z, — z| (mod p); car E étant transitif entre les n — 2 lettres, 


— 9 


43 : cn n 
autres que o et % qu'il ne déplace pas, est transitif entre les 





systèmes qui les contiennent. E, étant formé des puissances de X, 





\ ÈS 2 “ . . e e 
opere entre ces systemes une substitution circulaire d’ordre 





2 _“— . x . 
»et X ? =|z, — 3| (mod p) laisse tous ces systèmes immo- 


biles. F ne peut donc être impr imitif que s’il existe une substitution U 
de C, non contenue dans D, et qui admette la répartition 0, «; 7, — 1, 
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où & prend toutes les valeurs = 0 et incongrues entre elles (mod p). 
Supposons qu'il en soit ainsi. 

U n’est pas SHARE dans D, c’est-à-dire n’est pas d’une des formes 





XF ou YX#=|] 2, — =| (mod p). 
Soit 
LES Et (mod p) : 
1 1 








U ne peut permuter entre eux 0 et; il remplace O par 1, L par exemple, 
et par — 1, c'est-à-dire que 





a, ==8,1, a,=— b,i, 
. _ ».—b,5+8, 
U — ~4 Tee aie (mod P). 


De plus, si U remplace 7 par h, elle remplace — 7 par — h (en sup- 
posant 7 et / différents de o et 0), et 








A AIT) 
U J Pt fy eek tt ==—h, 
bij + By if 1 Pi 
d’où 


bij7?+ Bi==0 (modp). 


Cette congruence ne pouvant être satisfaite que pour deux valeurs 
de 7 dont la somme est = 0 (mod p), on est conduit à une contradic- 
tion si p” > 5, car le nombre des couples 7, — 7, avec 7 =. auxquels 


sont substitués par U des couples de même forme, est 2 Hans > DoncF 


ne peut être imprimitif si p” > 5, et V, est alors primitif. 

Pour établir complètement le théorème IT, il ne reste plus qu'à 
déterminer la classe de F,. 

Il suffit pour cela d'étudier le nombre de combinaisons de 2 lettres 
de C laissées immobiles par les substitutions de C, autres que l'unité, 
et qui laissent immobile une combinaison donnée, par exemple la 
combinaison 0,2. Que p soit pair ou impair, ces substitutions sont 


Journ. de Math, (5° série), tome II]. — Fasc. III, 1897. 07 
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celles de la forme 


Wil el ou Vien 


(mod p), 





os 
TE, 
a 





avec a, < 0 dans V’ et V’ et a,=1 dans V’. 
V’ ne peut laisser une combinaison 7, 7 immobile, avec 17, que si 


1= Gal, J= 
ou 
l=A,/, J=4y1. 


Dans le premier cas, 7, 7 coincide avec 0,2; dans le deuxième, 
i= di, j =a;} donne a= 1. Si pest impair, ona a@,==— 1 (mod p), 








LE ' ALES ner P y 
et la substitution | 3, — z| laisse les —— combinaisons 0,2% et 7, —7 


immobiles. Si p = 2, le deuxième cas donnerait a,==1, et V' ne laisse 
immobile que la combinaison o, x. 
V' ne peut laisser une combinaison 7, 7 immobile, avec 17, que 


SL 


A, as 
‘i= —) as 
‘ J 
ou 
= a 10% 
=a a | St 
owe 





Dans le premier cas, 7?==7*== a, ne donne une combinaison que si p 
impair et a, résidu quadratique (mod p). Dans le deuxième, 17 = a,; 


on a comme solutions toutes les combinaisons 7, @,1~', aveci 4 at; 


mL 


. . . . . P mai 
si p est impair, ces combinaisons sont en nombre ae quand a, est 


m 
| ver 
— quand a, est résidu, en y 


comprenant la combinaison 0, «©: car 1,==a,1~' donne 1==4,i,'; si 
P=2, ij =a,, avec 14 /, a, en dehors de la solution 0, «0, 2”— 2 
solutions, ce qui ne donne, en y comprenant la combinaison 0, +, que 
2”-' combinaisons distinctes. 


non-résidu quadratique, et en nombre 


. : . . mo y 
On en conclut que l’, renferme des substitutions qui laissent a 
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combinaisons immobiles, si p impair, et 2”-", si p = 2, et qu'il n’en 
contient aucune, à part l’unité, en laissant davantage immobiles. La 
classe de F, est done 





pr+i a pr+ti -_ (p"+1)(p"— 1) 
COUT CEE 1e 


si p impair, 


m 
url 2"! Les gmt — 2 2m—1 





SH, 


Le théorème IT est ainsi complètement établi. 


Remarque. — Tout groupe linéaire fractionnaire C considéré au 
théorème IT contient, quand p est impair, un sous-groupe deux fois 
transitif d’ordre moitié moindre C’ dérivé des substitutions 


ASE (04 


NP Zz, a (mod p) 





pour lesquelles a’ — ba est résidu quadratique (mod p). 
Le groupe, correspondant aC’, formé des substitutions opérées 
par C’ entre les combinaisons deux à deux de ses p” +1 lettres est 
ms + ñ z yn + I a 
un groupe primilif de méme degré 27 p" queT,, de méme classe 
groupe p if 8 = p™ quel, 


et d’ordre moitié moindre (si p" est > 11). 


En effet, F, est transitif et contenu dans F,; la classe de F, est la 


même que celle de F,, car la substitution V’ = 





A> 
os hea 
~ 


(mod p), où 





m 


ues : : sa) = 
— a, est résidu quadratique (mod p), laisse exactement — combi- 


naisons des lettres de C’ 2 à 2 immobiles, en sorte que la classe de F,, 
qui n'est pas inférieure à celle de F,, où il est contenu, est 


m m 2m 
P + 1 im er ict a ew i 


2 2 2 





comme celle de F,. 
Il reste a voir seulement si I’, est primitif, c’est-à-dire si le groupe D’ 
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des substitutions de C’ qui laissent la combinaison 0, » immobile, 
groupe dérivé du groupe E’ des puissances de la substitution 


XA =| 2; aes modp) 
et de 


(mod p), 








~ 


où —a, est résidu quadratique (mod p), est maximum dans C’. 
Quand p"— 4h +1, c’est-à-dire m pair ou p=4h’ +1, on peut 
prendre a, — 1, car —1 est résidu quadratique; au contraire, quand 
p” = 41+ 3, a, est non-résidu quadratique. 

Le groupe E’ permute transitivement d’une part les résidus, d’autre 
part les non-résidus. De plus, si — rt est non-résidu, il en est de même 
de a,, et Y’ remplace un résidu par un non-résidu, en sorte que D’ 
opère entre les m — 2 indices autres que 0, les substitutions d’un 
groupe régulier. Au contraire, si — 71 est résidu, il en est de même 
de a, et D’ permute transitivement, d’une part les résidus, d’autre 
part les non-résidus. Dans les deux cas, D’ est formé des substitutions 
X°F et 





~ 


Y'X2+ — | 3, ae. (mod p). 


Dans le deuxième cas, cette dernière substitution laisse immobile 


9 


les deux indices z,, —3z,, racines de la congruence 3°=4,a”? 
(mod p). 

Ceci posé, pour établir que z, est primitif, il suffit, d’après ce qui 
précède, de montrer que le groupe F’, dérivé de D’ et d’une substitu- 
tion quelconque U de C’, autre que celles de D’, coïncide avec C, 
quel que soit U. | 

Supposons qu'il en soit autrement, et F’< C’. Je dis d’abord que F' 
est transitif entre les » indices. 

En effet, si — 1 est non-résidu, D’ est transitif, d’une part entre les 
indices 0, +, d’autre part entre les n — 2 autres indices, et toute sub- 
stitution de F” qui permute exclusivement entre eux d’une part 0, +, 
d'autre part les 7 — 2 autres indices, appartient à D’. Donc U rem- 
place l’un des indices o ou « par un des n — 2 autres indices, et F’ 
permute transitivement les z indices. 
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Si — 1 est résidu, supposons F’ non transitif. U va permuter x, par 
exemple, avec un résidu; dès lors F’ va permuter o et + transitive- 
ment avec tous les résidus, puisque E’ les permute transitivement, 


mais non avec les non-résidus, puisque F’ est intransitif. Fk” permute 


ea pr+ 3 
Ne 


A. Wie 
donc transitivement o avec f—* +2 lettres, et 


. pin 1 3 pint + ee ee | 
= era: xe’ — Pare Pers 9 
2 2 2 


OUR rm — 2 est l’ordre du groupe des substitutions de F’ laissant o 


m 
pt ae 


—— =e; c’est- 


immobile et contenant E’, et divise (p"+1)p 


à-dire que p”+ 3 divise 2p*(p"+1) et 2p"(p"+3), par suite la 
différence 4p” et 4(p™+ 3) — 4p"—12, d'où p”Sg, ce que nous 
supposerons ne pas avoir lieu. Donc F’ est transitif pour p” > g. 

D’après un théorème connu ('), F’ étant un groupe transitif de 
classe n — 2 et de degré n, est d’ordre 


# = [(prk+i)(qk+1)+1] (pk + 1)k, 
ou 


n=(pk+1)(q,k +1) +1, 


et où k est l’ordre du groupe K des substitutions de F’ qui laissent o 


; = Nr Cr li , a ans TU, 
et immobiles, en sorte que A = €’; sil’ona p, #0, d'après = ——, 





Yon a p, = 2 0u p,=13 Sl p, = 2, # = ©’ contrairement à l'hypothèse 
. mi mig ; Pe: 
Peas clap pail phi b= + + a = a devrait diviser 


n—1=p”, ce qui est absurde. Donc p, = 0, et 


Ti I 


§ = (p™+1)F = En 


F’ admet une répartition de ses indices en systèmes de non-primiti- 





(:) Voir notre Thèse de Doctorat, p. 70. 
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vité de deux indices, le sous-groupe des substitutions de F” qui laisse o 
immobile coincidant avec E’: o et + forment un système ('). 

Si maintenant — 1 est résidu, la substitution Y’ X?" laisse immobile 
Jes deux indices z, et —z,, racines de la congruence 3?==a, a’, et 
déplace tous les autres indices; par suite, la répartition est formée du 
système 0, et des systèmes 7, — 7, où prend toutes les valeurs = 0 
et incongrues entre elles (mod p). En raisonnant comme nous l'avons 
fait pour Cet F,,'on voit qu'il faut p”<5. 


P De fi 


Si — 1 est non-résidu, il y a = 2h + 1 systèmes : la substitu- 


tion X? contient dans un de ses cycles les résidus, dans l’autre les non- 
résidus et est d'ordre 2h +71; or, si un système comprenait deux 
résidus, y,, y: par exemple, il y aurait une puissance de X? rempla- 
canty, par Y., par suite y, par y,, et de la forme (y, y.) ...; c’est-à-dire 
d'ordre pair, ce qui est impossible, car les puissances de X? sont 
d'ordre diviseur de 2h +1. Donc, chaque système autre que 0,« 
comprend un résidu et un non-résidu : si 0 = a’***! est le non-résidu 
faisant partie du même système que 1, la considération de X? montre 


que ces systèmes sont 
e 12 12 . ‘4h th e . 12 12 ° 
Ty 034 A Onl oe = 0 1 pe rs 


Si 9 ==— 1, tout système autre que 0, est de la forme 7, —7: on 
peut encore raisonner comme nous l’avons fait pour C et T,; il faut 
D é 

Soit §=4—1; le raisonnement est encore analogue : U n’est pas 

= 5 
d’une des formes X°# et Y’X?". Soit 


= 3 + di 
(EE CES 
| 13 + By 


(mod p), 





avec 


a,B,— b,a,=A? (modp). 


U remplace o parz et æ par 97, avec 7 différent de o et de æ, ou o 





(') Voir, par exemple, notre Thèse de Doctorat, p. 18, th. VIT et VII, et Ann. 
Fac. des Sc. de Toulouse: 1895, D. 18, th. VII. 
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par 92 et æ par 7z. Ce deuxième cas se ramène au premier en posant 
bit, 0==07", 1=0 77 =07, et il nous suffit de considérer le pre- 
mier cas. On tire de là 


ae . b, Qs Se 8, x 
U = |3, Ds+h (mod P ): 

Si U remplace ; par h, elle remplace 97 par 0 (7 et h étant difté- 
rents de o et de æ); on en conclut que 7 doit satisfaire à une con- 
gruence du second degré (mod p) ayant au plus deux racines, aux- 
quelles correspondent au plus deux systèmes. 

De même, si U remplace 7’ par 97’, 97’ par A’ (j' et A’ différents de o 
et de), on en conclut que 7’ doit satisfaire à une congruence du 
second degré (mod p), ayant au plus deux racines, auxquelles corres- 
pondent au plus deux systèmes. 

Dès lors, le nombre des systèmes 7, 07, avec 7 different de o et 
de ©, auxquels sont substitués des systèmes de même forme étant 


eue a= 3 


GE 
Tee on a B 


& A et 2 S4, p” S11, c’est-à-dire, puisque ici 








DÉCRET wy meg IE 
En résumé, F’ ne peut être < C’ que si p”S11, et l'on en conclut 
que I’, est primitif quand p”> 11. C. Q. F. D. 


QUATRIÈME cas. — C contient le groupe linéaire fractionnaire. 


On sait, d’après MM. Mathieu (‘) et Jordan (*), que le groupe 
linéaire fractionnaire considéré au théorème II est contenu dans un 
groupe de même degré dérivé de lui et de la substitution 


Vie |Z, 3?" | (mod p), 


où ¢ est un diviseur arbitrairement choisi de m. Ces groupes ne diffè- 
rent de ceux considérés au théorème IT que si m > o21. Les groupes TP, 
correspondants contiennent les groupes I’, dont il est question dans ce 








(1) Journal de Mathématiques; 1861. 
(?) Comptes rendus de l’ Académie des Sciences; 1872, 2° sem., p. 1755. 
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théorème et sont de même degré, par suite sont a fortiori primitifs. 
De même pour les groupes F, correspondant aux groupes des sub- 
le) 2 
stitutions paires des groupes C précédents, quand p” > 11. 


CiNQUiÈME cas. — Cest un groupe linéaire. 


On voit immédiatement cette propriété : 


Les groupes linéaires les plus généraux de degré p" à m indices 
réels (mod p)(p étant premier) opèrent entre les combinaisons 2 
à 2(et3 à 3 si p=2) de leurs lettres des groupes de substitutions 
transitifs, mais non primilifs, si p” > 3. 


Les groupes linéaires en question contiennent en effet un sous-groupe 
invariant (c'est-à-dire permutable a leurs substitutions) de degré p”'; 
les groupes F, ont la même propriété et, comme ils sont de degré C;, 
(ou de degrés C;, et Cj, respectivement si p = 2), ils contiennent un 


(p" — 1) 
Er ir ase. 


n 
sous-groupe invariant intransitif, si Die ; c'est-à-dire si 


p"<3, et, par suite, ne peuvent être primitifs (‘). 

On a une propriété analogue pour les groupes linéaires les plus 
eénéraux de degré p”” dont les m indices sont formés à l’aide de 
racines d’une congruence irréductible de degré v. 


III. 


Soit C un groupe quelconque, transitif ou non, de degré n et de 
classe u, F, le groupe, transitif ou non, des substitutions opérées par C 


= . . 5 n + 
entre les C% combinaisons « à « des n lettres de C (: AU ES | I, est 
2 


évidemment contenu dans l’isomorphe holoédrique et primitif G, du 
groupe symétrique S de nm éléments formé par les substitutions que S 
opère entre ces combinaisons. Nous allons indiquer le moyen de déter- 
miner la classe de FT, et donner une limite inférieure de cette classe ; 
puis nous appliquerons les résultats trouvés au cas où C est au moins 





(1) Jorpan, Traité des Substitutions, p. 41. 
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deux fois transitif entre ses x lettres, et mème, plus généralement, au 
cas où C est de classe 2 a 

Soient 

Waa Gy 4G) ae (Gy @,) 

une substitution de S d’ordre premier r à g cycles, U® la substitution 
correspondante dans G,. La classe de T, sera la plus petite des classes 
des substitutions U® appartenant à F,, quand r et g prennent toutes 
les valeurs possibles correspondantes aux substitutions U, de C, avec 
rg >1. On doit noter d’ailleurs qu’à deux substitutions semblables 
de S,et a fortiori de C, correspondront deux substitutions sembla- 
bles de G,, et a fortiori de T,, et par suite de même classe, car on 
passe toujours de Pune à l’autre par un simple changement dans la 
manière de désigner les 7 lettres. 

U, ne peut laisser immobile une combinaison ayant exactement 
r' lettres communes (0 <7’Sr) avec son premier cycle, par exemple, 
sans qu'on ee CAT, remplace ces r’ lettres par 7 lettres 
appartenant a la fois a la méme combinaison et au méme cycle que 
les 7” premières, et ceci n'aurait pas lieu sir <r: done 1’ =r. 

Dès lors, toute combinaison laissée immobile par U, sera formée des 
lettres de k cycles de U,, aveco<k£g, kSE . }» et de « — kr lettres 
non déplacées par U,, avec n — gr=a — kr. Réciproquement, toute 
combinaison ainsi formée est laissée immobile par U,. Soit A un entier 
déterminé satisfaisant aux conditions ci-dessus : une combinaison 
formée des lettres de & cycles de U, et de « — kr lettres non dépla- 
cées par U, s’obtiendra en prenant une des (Oy combinaisons des cycles 
de U,, kak, puis en adjoignant aux kr lettres de cette combinaison 
une quelconque des C7=%. combinaisons des x — gr lettres non dépla- 
cées par U,, a — kr à « — kr. Le nombre des combinaisons des 
n lettres & à a, laissées immobiles par U, et correspondant à la valeur 
de k considérée, est ainsi C) C27". 

Le nombre total des combinaisons laissées immobiles par U, est 
ainsi 


(1) Ve DC is 


Journ. de Math. (5° série), tome IT. — Fase. III, 1897. 38 
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k prenant toutes les valeurs entières satisfaisant à 

; res A ~ 

2 < ew k<E (= ie Or Ne 
( ) O = steeds L = Tr > q = , 


et la classe de U™ est Ch — v,,. 

Les formules (1) et (2) résolvent complètement le problème de la 
détermination de la classe de U; par suite, elles permettront toujours 
pour un groupe donné C, de trouver la classe du groupe F, correspon- 
dant. 

Avant de déduire de ces formules une limite inférieure de la classe 
de F,, nous allons en faire application aux groupes F, en prenant 
pour C un des groupes trois fois transitifs considérés au quatriéme cas 
du paragraphe précédent ('), et dérivé des substitutions 





V= | ue | (mod p) el W =1z, 2°°| (mod p). 


PTE 

Il nous suffit d’avoir le nombre de combinaisons de deux lettres 
laissées immobiles par les substitutions d'ordre premier du groupe 
laissant immobile une combinaison déterminée, par exemple la combi- 
naison 6, %. Ces substitutions sont comprises parmi celles dérivées 


Er ‘ m 
de W, V’ et V’ qui forment un groupe ® d’ordre 2 — (p”—1). 
o 


Le sous-groupe des substitutions de C, qui laissent trois lettres arbi- 
trairement choisies immobiles, est semblable au sous-groupe W de C 
5 Th A . . 1 . . 
d'ordre rae formé des puissances de W, puisque C est trois fois tran- 
sitif. Done toute substitution d’ordre premier de C laissant au moins 
trois lettres immobiles est semblable a une puissance de W. 


De méme le sous-groupe des substitutions de C, laissant deux lettres 
arbitrairement choisies immobiles, est semblable au sous-groupe © 





(1) On peut encore faire application de ces formules (1) et (2) par exemple 
aux groupes primitifs T, et T, correspondant au groupe C cinq fois transitif, de 
degré 12, et au groupe primitif T, correspondant au groupe quatre fois transitif 
contenu dans C, et que nous avons mentionnés plus haut. Ces groupes, qui sont 
de degrés respectifs 66, 220, 55, sont de classes respectives 56, 198, 48. 
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de C dérivé de W et de V’. Toute substitution d’ordre premier de C 
qui laisse exactement deux des lettres de C immobiles, est régulière, 
et par suite semblable a une puissance de V’, car on a toujours une 
puissance de V’ d’ordre égal à un diviseur premier quelconque de 
pat: 

Enfin une substitution & d'ordre 2 de C qui ne laisse pas deux lettres 


de C immobiles au moins (s’il en existe une dans C), est formée de 
p+" cycles, si p impair, et de 2”-' cycles, si p = 2 
see PAM pall, pee TD DES 





On en conclut immédiatement que les substitutions d'ordre premier 
de ® sont semblables à W ou une de ses puissances, à V’ ou une de ses 
puissances, enfin à &. 

Il ne nous reste plus qu'à trouver le nombre de combinaisons 
laissées immobiles par W et ses puissances, et par À, car nous savons 
que pour V’ ce nombre est soa 


A 


D’après les formules (1) et (2), ou, comme on le voit de suite, 


ential : pr+yi GER Neds a CR SA 
¥ laisse immobiles rt combinaisons, si p impair, et 2”"~', si p = 2; 


wel ptipairget al st Des 


dans le cas où p = 2, Y existe toujours dans C. 

Quant a W, on doit distinguer le cas où son ordre . est impair, el 
celui où il est pair. 

Looe ~ est impair, les puissances de W sont d’ordre impair, et, 


d'après (1) et (2), le nombre des combinaisons de 2 lettres que W" 


laisse immobile est C7_,,, où m — gr est le nombre des lettres laissées 


immobiles par W'. Toute puissance de W étant d’ailleurs semblable 
; ; aes i A 
à une puissance de W d’exposant diviseur de ra) il suffit de supposer à 
PR nm 
diviseur de ae Alors 
no 
Woe |Z, Ze | (mod p) 


. . ° er > 
laisse autant de lettres immobiles que la congruence z = 3? (mod P) 


a de solutions distinctes, soit, puisque ns divise m, p"’ +1 lettres en y 
: : : pF 1 | xt Dee 
comprenant x». Alors W laisse immobile fp combinaisons, et 
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le maximum de cette expression s’obtient en prenant pour 7 la valeur 


m er . > re . m . REC 
telle que — soit égal au plus petit diviseur premier de — qui est ici aes 
7 


m 


Ce maximum est alors 


ER mt 
Dir Tr cp n° 
<P "p<, comme on le vérifie sans peine, 
2 arr 


m Pb 2 (p™-+-1)(p”™—1) 
en sorte que, quand — est impair, la classe est encore ‘ . ) 
© 





Si p impair, et 2?*#-!, si p — 2, comme pour les isomorphes F, des 
groupes linéaires fractionnaires. 

2° Si - est pair, les puissances de W d’ordre impair sont évidem- 
ment les puissances de W2’, si 2? est la plus haute puissance de 2 qui 
eur m : ; . aa > m 
divise —, et l’on peut leur appliquer ce qui précède, puisque =; est 
p” 
2 
biles. Comme nous n’avons besoin de considérer, ainsi que nous 
Vavons dit, que des substitutions d’ordre premier, il ne nous reste plus 
à envisager que la puissance de W qui est d’ordre 2, c’est-à-dire la 
substitution 


impair : donc elles ne laisseront pas plus de — combinaisons immo- 





(mod p). 


Elle laisse évidemment p* +1 lettres immobiles, et, par suite, 
d'après (1 )iet( 2), 
nt 


2. p"— p? eu 
re ès Se =" P 


4 


m 
ie Ae 





combinaisons. La classe sera 1ci Pp 


Nous pouvons alors énoncer ce théorème : 


Tutorime IT. — Soit C le groupe trois fois transitif dérivé du 
groupe linéaire fractionnaire trois fois transitif considéré au 
théorème IL et de la substitution | 3, 2°" | (mod Pp), où 5 est un divi- 
seur arbitrairement choisi de m, avec m>a21. Le groupe YT, des 
substitutions opérées par C entre les combinaisons 2 à 2 de ses 


ad 
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Peas = jp?! É 
2 


p” +1 lettres est un groupe primitif, de degré (quand 


(p"—1)(p"+1) 
2 





p = 5) et de classe 


e : , He ‘ 2n—1 
» SL P tmpalr el — LINPALT, 2e 5 
fey 


(pm = 1)p'" 


. m =. . +. IN . 
St p — 2 cl > unpair, » SL— pair. 


Remarque. — On a un théorème analogue pour le groupe C 
d'ordre moitié de celui de C formé des substitutions paires de C, quand 
p est impair. 

Si . est impair, WW? (n diviseur de 2) appartient à C’ : la classe 


(p" — 1)(p+ 1) 
2 


est encore 





mt 


She ir ro |: <P | il St ; f fe AO "Sra à 
Si — est pair, Witt 3) 25/285) (mod-p)-ést) d’ordre 2; réguliére, et 


m m 7 
déplace p”— p° = p* igs ~ à lettres, c'est-à-dire est paire, sauf 
WL 
> : : me : 
quand p? —1 = 4h + 2, par suite quand p = 4l + 3 avec — — Al +. 
| P I ’ P 2 4 


Dans ce dernier cas, une puissance de W d’ordre premier ne peut être 
une substitution paire que si elle est d’ordre impair, et la classe du 
groupe I‘, des substitutions opérées par C’ entre les combinaisons 


à D—r;)(pl+ 7 m 
2 a 2 de ses lettres est encore ( Me }, comme quand el 





. . . nm m ° 
impair. Quand au contraire — est =o (mod 4) ou quand — est pair 


LE. m 
avec p = 41 +1, la classe est PRE 


On en conclut : 
La classe de X”, est la même que celle des groupes V,, considérées 
r x nt 
dans la remarque du théorème IT, sauf quand — =o (mod 4), ou 
(4 


m . + m—_) pir 
— pair avec p = 41 +1, cas où la classe est HSE 
fy 


a 


LVe 


Cherchons maintenant une limite inférieure de la classe de F,, cor- 
respondant à un groupe C quelconque de classe 2 w, ou, ce qui revient 
au même, une limite supérieure de y,.,. 
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Afin d'éviter une confusion, nous posons pour un instant 


er 1 FE. 1 rie 
+ Uy SAG eri i 
considerons 
Ti 1 r 
UE Fe Ce Cds 


quand 7(q +1)£n. Une combinaison laissée immobile par U,,,;, con- 
uent toutes les lettres &,,,, ..., @,,, où n’en contient aucune, d’après 
ce qu'on a vu: dans les deux cas, toutes les lettres de cette combi- 

4 7 ee L se TVA na 
gvir ety dy,» SONT permutees exclusivement entre 


elles par U,.,,,, par suite par U,,,, en sorte que cette combinaison est 
laissée immobile par U,.,. Done: 


naison, autres que @ 


r,q° 
Lemur. — Parmi les substitutions de S ou de C d'ordre premier 
donné r et de classe Zu, celles qui laissent immobiles le plus de 
combinaisons « à x des n lettres sont celles qui ont le moins de 
cycles possibles. 
Le nombre des cycles de ces substitutions sera alors 2 E (“= ). 
D'autre part, si 


DE (Ge Gel Cees 


avec 7 premier impair, considérons la substitution 
T / 2 2 T— eae -2 Tr ty -2 ,T- 
V=(a,a)...(ai a )(@,0,)--.( a, "0, 1) (GG) eae Gee), 


9 A [aaa 
d’ordre 2 a q 





cycles, et déplaçant g(r — 1) lettres. V permute 


2 
exclusivement entre elles les lettres de chacun des cycles de U,, et 
laisse immobiles les lettres que U, ne déplace pas. Une combinaison 
laissée immobile par U, comprend les lettres de Æ cycles de U, et 
a — kr lettres non déplacées par U,: done elle est laissée immobile 
par V, en sorte que Je nombre des combinaisons laissées immobiles 
par V est au moins égal au nombre des combinaisons laissées immo- 
biles par U,. La condition gr Zu, avec r 23, donne d’ailleurs 





\ EN PAIE 241 
: ae > > 
q(r —1)= gi PN es. 
7 i= > ul 
et le nombre des cycles de V est g — 2 ;- 
2 3 
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On obtiendra done une limite supérieure de v,, pour toutes les sub- 
suitutions de S d’ordre premier quelconque r à g cycles, avec gr 7 u, 
el a fortiori pour celles de C, en cherchant une limite supérieure de 


Ul 
V2, pour toutes les valeurs de g telles que g2 à 
Le lemme précédent montre d’ailleurs qu'une pareille limite sera 


LT CU! 1 . . lu 4 
précisément »,,, ou w est le plus petit entier 2 F4 D'après (1) et (2) 
Pay Nk (Na—9k 
( 3) Vow ee DAC ap ’ 


k prenant toutes les valeurs entières satisfaisant à 


ae me, a 
(4) osksw, kSE(2),  n—22a—ah. 
9 
as n “ Re ste 
Si nous supposons 4 tel que w = 7 la dernière condition est super- 


5 n : HN 4 
flue, puisque «< 5 par hypothèse ; la valeur À = 0 est admissible, et 


X 


sik, est la plus petite des quantités w et E (2): ona 
ky 
~ k X—2k , 
( 9 ) Vanier DRE Ch: 
0 


on obtient ainsi deux catégories de valeurs de v,,,, suivant que w sera 


AD (2) ou >E (=): On en conclut : 


Turoreme LV. — Sorent C un groupe quelconque de degré net de 
classe Zu, V, le groupe des substitutions opérées par C entre les 
: : ; Ff ee 
combinaisons « a « de ses n lettres (: ma ivan: aa La classe w de VY, 
est telle que 
(Cc) ee a Ore D 


n—2w 


CCE, — CLC, =... = Cheer 


n—2w w n—2Ww Si 250 7 


où w est le plus petit des entiers au moins égaux à un des deux 
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u 7 . 
nombres + et E(>) et k, le plus petit des deux nombres w et 
ot 


; 3 
3 om 
(2). 


On pourrait & fortiori prendre pour w une valeur plus petite, car 
on obtiendrait une limite inférieure moins avantageuse. 

La même formule (6) donne une limite inférieure de la classe des 
substitutions des isomorphes holoédriques et primitifs G, des groupes 
symétrique ou alterné de nm éléments correspondant aux substitu- 
tions de classe 2 uw de ces derniers. 

Enfin, dans le cas où « = 2, on obtient de suite une limite plus avan- 
tageuse que la limite (6). En effet, si alors U, est une substitution 
d'ordre premier 7 à g cycles, elle ne peut laisser immobile une combi- 
naison contenant une lettre d’un cycle et non toutes les lettres de ce 
cycle. Donc, si 7° est impair, U, laisse immobiles exactement les C, ,, 
combinaisons 2 à 2 des lettres qu’elle laisse immobiles. Sir = 2, U, 
combinaisons analogues, mais 





>) 


laisse immobiles non seulement les C, ,, 
encore les g combinaisons de 2 lettres formées chacune des lettres 
d'un cycle de U,, soit g + C)_,, combinaisons. Il en résulte, d’après 
le lemme et les considérations qui précèdent, que toutes les substitu- 
u ne laissent pas plus de combinaisons de 2 lettres 


tions de classe 2 


vA 


. . . . « A ul 
immobiles qu'une substituuon d’ordre 2 à 0 = E(2) cycles, c’est- 
a-dire qu'une limite supérieure de v,,, est ici v,5. Donc : 

Tutorime V. — Sort C un groupe quelconque de degré n et de 


classe 2uT,, le groupe des substitutions opérées par C entre les 
combinaisons 2 à 2 de ses n lettres; la classe w deY, est telle que 





40(n—8—1) 
EE , 


(7) JE CRT NOR 


ou 


ve (s) 


Nous allons appliquer ces formules (6) et (7) au cas où C déplace 
toutes les combinaisons (ce qui a lieu par exemple si C est transitif 
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entre z lettres), F, étant alors de degré Cÿ, et, en particulier, au cas 
où VonauZ A de façon à avoir des limites inférieures plus simples. 
Ces résultats s’appliqueront en particulier aux groupes au moins deux 


ou trois fois transitifs d’après certains théorèmes de M. Bochert eae 


1° Cas ou = me + 

Si l’on suppose seulement & > 2, C ne contient aucune substitution 
circulaire d'ordre 2. On voit de suite, d’après le lemme précédent, que 
les substitutions de C ne peuvent laisser plus de combinaisons immo- 
biles qu'une substitution circulaire d’ordre 3 ou une substitution 
d'ordre 2 à 2 cycles. On en conclut à l’aide des formules (1) et (2) que 
la classe de F°, sera au moins égale à la plus petite des quantités 


x œ 4—3 
Ce de Ce + C 


n—3 


(heat OEE an Orcs eo Brea 


n— n—'* 


1e 
La classe de I’, est alors 2 5 C7. 
Quand C ne contient aucune substitution circulaire d’ordre 2 et que 


2 J 
a2=-n, la classe de F, est 2 - C%. 
=a 


Nous appliquerons ici la formule (6) et les hypotheses du théo- 
reme IV. Soit 


Cc X—2i 
mn — 2m), 


(8) À; Ca 4 
Ona 
hy 
/ \ WwW 
(9) er Didi. 





(1) Math. Ann., t. 40. 
Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. III, 1897. 39 
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Or 
À UE ARE .(r—20~—4+ 20+1) w(w—t)...(~—t+1) 
ery n(n—1)...(n—a+2i+i) HE 
IT Cie hee) 
(2m —a+2l)...(n—a+1)’ 
(n —2w).. terne. n—2w gs 
n(n—1)...(n—a+2t+1) = n 





; * = i 
puisque a < b entraine + me 


m(w—1)...(@— +1) Ww ae Nt 
Fn — aia NENR —a Ne 











(m—a+tl)...(m—a+1) 


a(a—1)...(2—t+1) A a i 
(m—a+2t)...(n—a+i+1)=\n—a+ 20) = 


(a—i)...(a—2i+1)S CaS tA Tee 











=) we on obtient ainsi 


en tenant compte de ce que « < = 73 


4 ip = ANNE Ww i 2 igi 
(10) Ven ae 
= n D = À CR) LA 


Si alors € et 6 sont des quantités satisfaisant à 











; Et N 
= = < 
[I pe DN ET 
(11) ">ow28n,  (eSt); 
et que nous déterminerons avec plus de précision suivant les cas, on a 
TRE a5) Vv eR ne 
== 3 = = 
n—aT4 73 


7 


et (10) donne 





< (1— 8)*- 20 € 4? \é 
M (saa): 


Cette formule a lieu mème pour z = o, et l’on en conclut, d’après (9) 


ky 
Os N I ea? i 
mg 1 — (0)? Lea Gp =r Ge): 


CS 
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En posant 








I Em 
(12) Neo <a 
(1 — 5)? 3(n — 1) 
et remarquant que 
hy 
(an) < pan 
ag à OS cc, 
0 
on aura 
‘telat 4 (NS o 
(13) 1—C=1-(1 a Oe em 
na 
Si l’on pose encore 
(A — Av < Z 
£ op Le _ 
(14) de Te vec US =, 
Be 10 


(15) — 1 op. = 


T= oP 30 — Bp) 


(10) C—[(1—0)e1]"; 


il n’y a plus qu’à trouver une limite supérieure de €. 





n 
oe She 
QUE Supposons 7 2 22. 
u nu 
z= — est 


Le plus petit entier supérieur ou égal a 3 = 


è 
? 


E TOAST 2 Feet ON 
12 a 12 7 


| > 


I 


2 


|| 


om 


x rt ene 
dès que n222; on aura done wS g et l’on peut prendre ici 


, ~ { it Tea el A rv mw --1t > 
D'autre part, E (=) est 2E (=) dès que + 2 ———, ou #26, et: 
4, 12 12 i 


4 = 
. (ner n aM n A I 
ee Efe) 27. Donc ici w2—, et l’on peut prendre à — -; 
12 12 12 6 
alors 

one SOLS Se et cad 

j= = = eee 
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et l’on vérifie sans peine à l’aide d’une Table de logarithmes népériens 
que l’on a 


d’où 
(17) (<e-t1i3Taa 
x 4 9 3 ‘ 
Cette formule nous donne d’abord ¢S$ 7? d’où 
‘ (0) I 
(18) C2 2 ie 


dés que «23; elle montre de plus, puisqu’elle donne 


lV 


(19) oa Te ELE 


~R 


que l’on peut toujours prendre « assez grand (avec nz? a) pour que 
: 2 


Ww 


soit aussi voisin que l’on veut de l’unité. Enfin l’on a encore, 


Cr 
d’apres (17), 

wo [ 
(20) Gz a =? 


dès que #27. 
La formule (16) montre d’ailleurs de suite que, pour une valeur 
donnée de a, même < 7, on aurait pu prendre n assez grand pour 


. . . . . « I ' 
que y soit aussi petit qu’on veut, et en particulier pour que CS =? d'où 


D | 


ee 
=R 


|e 


dès que «2 4. 
Ces formules s’appliquent toujours en particulier quand C est deux 
fois transitif et 2226, d’après un théorème de M. Bochert ('). 
a 








(!) Math. Ann., t. 40. 
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Om ai - — Supposons n2 23. 
n 


° ° Fe , s U 
Le plus peut entier supérieur ou égal a 3 = = est 


p(“=*)s 48 <8 
Dyn Sqr tele AT 


2 


dès que 2264 : on aura donc wS =z et l’on peut prendre ici ¢ = 








8 
NS n n+8 : ni~n-+-8 
D’autre part, E(?) est 2E(*=) dés que T= Fe ou Tenue 
4 : 
a-+S8\in Se beet : > 2 
E 2 —. Donc ici w2—, et l’on peut prendre ¢ = -; alors 
9 9 9 9 
SI ! 2. 27 U. 2 
po Ne ere 








Ams 


DAME: 98 1— 4 343° 


L 


A 


cette limite de n conduirait encore à une formule analogue à (19), 
mais un peu plus avantageuse et applicable quand n264. On trouve 


; ‘is ts 
(19 bis) ae Lie 


“a 


; n +8 
On peut aussi, en remarquant que 





SUR : 
S — dès que n2 23, prendre 
en 


é = = et arriver ainsi à la limite supérieure de 1 











IA 
ES| 00 


AS 
S| 
OU vo 


a 


©] = 
es 
| 
Te 
| 
D 
AE 
Or 
| 
[= 


la formule (16) donne alors 





Ree lee re lao Ores wor ea 
zlogs se n=log - 245 1— um 
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= on , Be À 2 : 
Cette condition est toujours satisfaite dés que ry ce qui est le 
cas ici, pourvu que «<5. 


a 7 ee "incoalité 
Quand « = 4 et n223, on remarque que p= = £ =, et l'inégalité 
encore lieu. 

Enfin, quand à = 3, Vinégalité a encore lieu si l’on prend n253, 


9 


J 
53 

Nous signalerons l’application de ces résultats quand C est trois fois 
transitif. 


as 
= 


[es 
IA 


3° Cas où a = 2. 


La formule (7) nous donnera 


to 


C 





IV 
D | — 


2 


dès que 





OC —— LE 
TU) ne 


(21) 80°? — 80(n —1) + n(n —1) So. 


I faut que 0 soit2 à la plus petite valeur 6’ qui annule le premier 


. IH nv 7 ' 
membre; or, si uz FR = g on a 02 s —1,et il suffit que le résultat 


. . 7 . 4 
de la substitution de Aero dans le premier membre de (21) à la place 
de 0 donne un résultat So. On est conduit à l’inégalité n° — 51n20, 
qui a lieu pour 2251. 


“ . A 4 . 7 Ww I 
On verrait de la nième manière que si u 2 gp ON a a à 3 pour PETITS 
It 


cs 
. me We W I Ww I 
el que sl u2 7 ona G; ce 3 pour n ACL cE 2 ; pour n218. 
4 n n 4 


. /è ü) I ‘ 
Enfin, si uz 37 ona as DOUTE Be 


Ge 
Les principaux résultats obtenus dans les trois cas que nous venons 
de considérer peuvent être résumés dans le théorème suivant : 


TutoremMe VI.— Soient C un groupe transitif de degre n et de 
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classe Zu; V, le groupe des substitutions opérées par © entre les 


. . \ Vv , 
combinaisons « à «x de ses n lettres (: ide 2): Le degré de T, 
est C° 


x, et sa classe w salisfait aux inégalités suivantes . 


. SN 
SAS tele ON a 


1 a. 
Es bi ni 
0 .2 ape de - 
2 Si n2a23,ona: 
fh 
Pour u2 > etn2 22 
4 
AT ads F s 
Dee st X= 7; 
] LL 
Dent Sl a23; 
ou 1) = 1 


7 . © . ‘ 
OUP be S01 22 CEO OU SL M0 Cl 0 = 


9 


2, 
Rte 
w? - C9. 
Rp “ 
. n It DC 
Que u soit 2 ou? on a ict 


Ne = 3 


[0] 


C 





Ale 6. 


ER 


où a est une constante positive. 
NA eB 07 QE 
[12 
Pouru=-etn=18 


en 


I A 
wo 27 C7; 
— 


yt na « 
Pour uz x el n251,9uuz—etnz3, 


À 


I 
(ie (ee 
2 
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V. 


On peut retrouver des résultats analogues, à certains égards plus 
avantageux que les précédents, ainsi qu’il suit: 

Reprenons la substitution 

U, = (G, ea aera) 
d'ordre premier 7, a g cycles, et supposons gr > à. 

Nous savons qu'une combinaison laissée immobile par U, com- 
prendra les lettres de k cycles de U,, et « — kr lettres non déplacées 
par Ur avec; tpuisquelure = a: 

1° Soit k > 0. Prenons un des cycles dont les lettres font partie 
de la combinaison y, que nous considérons et qui est laissée immobile 
par U,, (a... a) par exemple: Puisque #0; le inner cle 
(a... a) dont les lettres n’appartiennent pas à 7,. 

Or y, est formé des 7 lettres a, ..., a, et de l’ensemble Z de « —r 
autres lettres n’appartenant ni au premier, ni au g™ cycle de U,. La 
combinaison y, de « lettres formée de Z et des lettres du g'*™* cycle 
de U, est également laissée immobile par U,. 

Toute combinaison de x lettres laissée immobile par U, et diffé- 
rente des deux précédentes en diffère soit parce qu'elle ne comprend 
ni les lettres a;, ..., a, mi les lettres a, ..., a7, soit parce qu'elle 
comprend les lettres d’un de ces cycles, mais que l’ensemble Z des 
r autres lettres comprend quelque lettre non comprise dans Z. 

Alors, à chacune des deux combinaisons 7, et 7, on peut faire cor- 
respondre quelques-unes des combinaisons Ÿ obtenues en remplaçant 
dans 7, une quelconque des lettres a}, ..., a, par une quelconque des 
lettres &,, ..., 4,3; On a au moins 7*2 4 combinaisons Ÿ distinctes, 
déplacées par U,: nous en ferons correspondre 2 à y, et 2 autres à y,. 

2°*Soit k = 0: cech suppose 7, 77 

Le même raisonnement n’est plus applicable; mais aux C?_,, com- 
binaisons y’ correspondantes, ne comprenant aucune lettre de U,, 
nous pouvons faire correspondre toutes les combinaisons Ÿ’ compre- 
nant « — 1 des lettres non déplacées par U,, et une seule des lettres 


(6 4 
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déplacées par U, combinaisons qui sont en nombre gr. CF, dis- 
tinctes, déplacées par U, et distinctes des combinaisons 4. On à 
d’ailleurs 


ML Cr EN vy, 
“u—qr- n—gqr—-4a4+t n-qr° 


gr C 
Dès lors, aux @, combinaisons distinctes analogues à y, et compre- 
nant les lettres d’un au moins des cycles de U,, on fera correspondre 
9,220, combinaisons Ÿ distinctes 2 à 2, soit parce que les deux 
cycles de U,, dont elles comprennent des lettres sans les comprendre 
toutes, ne sont pas les mêmes, soit, quand ils sont les mêmes, parce 
que les ensembles des « — r autres lettres ne sont pas les mêmes, soit 
enfin par celles des lettres des deux cycles de U, dont ils ne compren- 
nent pas toutes les lettres tout en en comprenant quelqu’une. 
Aux 6, = C%_,,. combinaisons distinctes y’ correspondront au moins 


n-qr 





Q’ xqr 


rs 2 


2 R= gra ES 2 


combinaisons ’ distinctes. 


Si l’on choisit une quantité À 2 — telle que 


I 
2 





1qF S 
n—qr Cee heer /G 





ms i 
-» ON aura 





3 : n ; l 
ce quia lieu, en posant gr > A nn 1. 


(9 À 
FES I 
6,2-9., 
DEN = 
et de méme 
aS = I 
220,20: 


par suite 


i 


C:>0, + 0° +0, +0,2(1 Bes i) (+ 6, ), 


ce qui donne 





k 
0, + 0,5 k re, ee; 


/ 
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et la classe w de F, est telle que 
no Ey 1e 
= Ge 





w>C*— 0, — 0,2 


Æ est ici un quelconque des nombres satisfaisant à Vinéealité 
| £ 


Ra) | 





on pourra done prendre k = À 


LE : 
»A 
> 4 YO 
‘ 6G) = > (7 
(22) a+l—1 -# 


en noubliant pas que gr > 4, ce qui a toujours lieu si la classe uw du 


RES 


eroupe C est >aet —2>5- 
groupe Cest > = 7 

La formule (22) pour de grandes valeurs de « est moins avanta- 
geuse que la formule (19) par exemple; mais il n’en est pas de même 
pour de petites valeurs de «. Ainsi: 

a h oF te . . 7 

Si eae os auquel cas la condition uw >a a lieu si a < = ona, 


d'après (22), 


Le x VX > 2 YX 
Os ee 0. 
ol Se n= 3 vl 


ea g n n : ; 
SL eee 2007 ON A, d'après 





ail 
Gta Ce, 
Ro tl 


. ; I sox /t 5 : A 
On a d’ailleurs également Oa C quand «> 3 d'après le théo- 


reme VI. 
SI ane ©, on a, d’après (22 
See Le  nl Zz? ona, dapre: (22); 


= 


ge 
(a 





wz 2 
Sn. 6 


(25 ) 
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d'où 
2) Ng 
we z C si =? 
et 
dl . ‘ 
w 2 — C? si Loe 
=> as 


C2 
À 


ars . n 2 ‘ ' ‘ I 
D'ailleurs, puisque + > =, d’après le théorème VI, on a w 2 -¢ 
>| | , I - 
eS 2" 
eae if? 
quand a= -—- 
4 


Plus généralement on aura, d’après (22), pour % <u, 
Qs Le 4 I 


> = at 
RO TR NE 





un 
bed o 


(a —1)(l—1) >0, 
ce qui a toujours lieu. 


Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent alors être résumés 
dans le théorème suivant : 


Théorème VII — Soit C un groupe transitif de degré n et de 
fe ee nd if , 
classe = uz. 7? T, le groupe des substitutions opérées par C entre les 


. . ' n , + 
combinaisons « à a de ses n lettres ¢ LI ACREES 2) Le degré del, 


est C7, et sa classe w satisfait aux inégalités suivantes : 


° 7 
EOS 2 22, On a 


A 


a Rey 
Cz =3 
0 S; =. JE 9 
2 Stucz,l=3,ona 
D 
Ceo 
3° Siuz>,l=/ 
OUEST EY 0 
4 
@ 5 2 
aR oe 
Se 
C? =5 





æ Py - _ 
| 
ae - 1 eee: | 
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| . +e 
el IE 
Ww qT . SE a 
eat st FC 
n 


4° Enfin on a en général pour à < Up 





ETES 
wo ~ a LS 
ein 7 rs 
Brel = i 
PES 
in A Q Vi 4 = 
l pouvant d'ailleurs être pris = =, par suite 
| 7 | 
) [14 
CEA 
.# 
| : 
1 
r\ #4 
: : = 
; -_ | 
be + 
I — a ws 


SUR LA MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. Jit 








Sur la méthode des approximations SUCCESSIVES 


de M. Picard; 


Par M. S. ZAREMBA. 


1. Soient une équation aux dérivées partielles, à deux variables 
indépendantes, 


9? dc . 9? dy? 
(1) dx? + dy? = 8 1 Ox’ Se) 


-6 


-G 








et une courbe fermée (C). M. Picard a imaginé une méthode, dite des 
approximations successives, permettant, moyennant quelques hypo- 
thèses très générales relatives à la nature de la fonction / et à celle de 
(C), de déterminer une intégrale de l'équation (1) satisfaisant à cette 
équation à l’intérieur de l’aire limitée par la courbe (C) et prenant 
sur celte courbe des valeurs données, pourvu cependant que l'étendue 
de la courbe (C) soit suffisamment petite. 

L'extension de la méthode de M. Picard aux équations à trois va- 
riables indépendantes, pouvant se mettre sous la forme 
= p(n, y, 2,0) 22, 28% 
a ( 1 1 9 On’ Oy SL) 


J 


. 9 9% d2? 
(2) dx? 7 Oy 15 








Q 
‘ 
~2 
~ 


dépend, comme on le reconnait très aisément, des propriétés de la 
fonction de Green qui peuvent s’énoncer comme il suit : 
Soit: 
G(x, M1 F) ot 1); 2 
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la fonction de Green relative à une surface fermée (S) et aux points 
M(a,y, =) et (6, n, 0) situés à l’intérieur de la surface, posons 


nl Cet Dur DA ete 


D: x 4 I , 
(3) G(x,y,3,6,n, €)= En (2,9, 3,8, n, 0) : 


1° Ona, en désignant par De la dérivée de ¢ prise par rapport à 
une des variables x, y ou 3, 


(4) pie 


où A est constante positive ne dépendant que de la surface S et ne 
croissant pas indéfiniment quand on fait décroitre indéfiniment l’éten- 
due de la surface S suivant une loi convenable; 

2° Ona, en désignant par D, l’une quelconque des dérivées se- 
condes de ¢ par rapport aux variables x, y et 3, 


, B 
(5) Die] <5, 


ott B est une constante jouissant des proprictés analogues a celles 
dont jouit la constante A; 
3° L'intégrale 


(6) { [of Died dy de, 


étendue à tout le domaine limité par la surface 5, ne dépasse jamais 
en valeur absolue une constante positive C dépendant uniquement dé 
la nature de la surface (S). 

Jai déjà eu l’occasion de démontrer le premier des trois théorèmes 
précédents dans une Note insérée dans le Bulletin de la Société ma- 
thématique de France, mais je me suis borné alors au cas d’une sur- 
face convexe. Je me propose maintenant d'établir chacun de ces trois 
théorèmes en abandonnant en outre l'hypothèse de la convexité de la 


surface (S). 
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2. Nous supposerons que la surface (S) est simplement connexe, 
qu'elle possède en chaque point un plan tangent déterminé et qu'elle 
jouit en outre de la propriété suivante : Prenons pour origine des 
coordonnées un point quelconque O de la surface S et dirigeons laxe 
des 3 suivant la normale intérieure en O à la surface. Décrivons 
ensuite, du point O comme centre, dans le plan des x, y, un cercle (C) 
de rayon à suffisamment petit, mais indépendant de la position du 
point O sur la surface S; considérons la perpendiculaire élevée en un 
point P(x, y) de l’aire du cercle (C) ou de sa circonférence au plan 
des x, y etsoit z la troisième coordonnée de celui des points de ren- 
contre Q de cette perpendiculaire avec la surface S qui est le plus 
voisin du point P. 

La fonction s admettra pour toutes les valeurs de x et de y satisfai- 
sant à l’inégalité 


(7) rea 


des dérivées partielles finies et déterminées jusqu’au troisième ordre 
inclusivement. 

Il résulte de ces hypothèses que, en désignant par a, bet c les 
demi-dérivées secondes de la fonction z pour « = y —o et en appe- 
lant 2 la limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troisièmes 
de 3, on aura 


(8) | z — ax? — 2bxy — ey? | Kae DL _ yrŸ, 


pourvu que la condition (7) soit satisfaite. 

Lorsque le point P décrit l'aire du cercle (C), le point Q décrit 
une portion de la surface S. Nous désignerons constamment cette por- 
tion de la surface S par S’ et nous appellerons S” le reste de la surface. 

Voici maintenant quelques remarques d’un caractère géométrique 
sur lesquelles nous aurons sans cesse à nous appuyer. Il est évident 
tout d’abord que l’on pourra trouver une longueur R, telle que toute 
sphère de rayon KR tangente à notre surface lui soit toujours tout 
entière extérieure, ou tout entière Intérieure. 

Cela posé, supposons que les axes soient disposés comme tout à 
l'heure et soit y une longueur non supérieure à R. Désignons par M, 
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et M, deux points placés sur l’axe des z, de façon que l’on ait 


ONCE 
OM, = — y, 


et considérons un point quelconque A de l’espace qui ne soit pas inté- 
rieur à la sphère &, de rayon R, tangente extérieurement à la surface 
(S) au point O, origine des coordonnées. 

On aura, en posant 


LOA NM A ete MO 


les inégalités suivantes : 





l, 
(9) 7 <2; 
l, 
(10) Sree 
ee l 
(T1) de 7 <$: 


Construisons encore la sphère (£,) de rayon R, tangente intérieure- 
ment à la surface (S) au point O. 

Nous établirons aisément, en désignant par ¢ la distance du point A 
au plan des x, y et en supposant que le point A ne soit intérieur ni à 
la sphère X,, nia la sphère E,, les inégalités suivantes : 


l I 
(ta) AE 
TO t I 


On en déduira, en supposant toujours que le point A ne soit inté- 
rieur nia la sphère X,, nia la sphère &,, les inégalités suivantes : 








I 9(35—1) y 
a, SSID 
oo, i ne Fu 
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3. On sait que la fonction ¢, figurant dans l'équation (3), consideé- 
rée comme fonction de x, y, 3, peut être regardée comme le potentiel 
d’une couche simple répandue sur la surface (5). Envisagée ainsi, 


, : ' . i 
cette fonction existera dans tout l’espace et elle sera égale à - sur la 
¢) 


surface (S) et à l’extérieur de cette surface. On aura, en désignant 
par w la densité de la couche donnant naissance au potentiel ¢, par ds, 
un élément de la surface (S) et par 7: la distance de cet élément au 
point M, 


(16) p= ft 
; BOY: 


et 


od HP ie 
(17) Fie ral (:) = 


le symbole 








servant, comme il est d'usage, à représenter la dérivée prise suivant 
la normale intérieure à la surface. 

La fonction de Green étant positive à l’intérieur de la surface à la- 
quelle elle se rapporte; il résulte de l'équation (17) que la fonction wu 
sera constamment positive. 

Disposons les axes des coordonnées comme dans les deux premiers 
numéros; envisageons les points M, et M,, définis au n° 2 et conser- 
vons sa signification à la lettre y. Nous allons démontrer que les déri- 
vées de la fonction ¢, calculées pour le point M, jusqu’au deuxième 
ordre inclusivement, tendent vers des valeurs bien déterminées lorsque 
y tend vers zéro et nous déterminerons des limites supérieures des 
valeurs absolues de ces dérivées. Considérons tout d’abord les déri- 
vées du premier ordre et en premier lieu la dérivée par rapport a z. 
On aura, en désignant, par «’, y’ ets’, les coordonnées de l’élément ds 
et par 7’, et 7, les distances de cet élément aux points M, et M,, 


(5) ro ie y)u ds 
Os 1 Ue 7 à 


3 
1 


(3 _: (pa 
AE FR CRE 


Lac 





(18) 


Journ. de Math, (5° série), tome III. — Fase: IIL, 1897. ql 
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(3) 
Os M, 


tendra vers une limite déterminée quand on fera tendre y vers zéro; 
il nous suffira done de chercher une limite supérieure de la valeur 
absolue de cette expression. 


Nous avons 
[= uw do 
ss 


(19) 
Or, on trouve, en se reportant à l'inégalité (13) d’abord et à l’iné- 


galité (9) ensuite, que 
te u ne 2 le ds 
SOR ee 


Vs 


On sait d’ailleurs que 


| 


<= ie ul gs: 


S 











d’où, en désignant par p, la distance du point M, au point &(6, n, €) 
défini au n° 4 et en se rappelant que le point M, est extérieur à la 
surface (S), 





| z! | do 2 I 
20 — LE — 
a JE we niet 
J’observe maintenant que 
| (52) I 
go ie 
05 /ml ~ P3 





on aura donc, en tenant compte de la deuxième des équations (18) et 
des inég tes (130) *eUrg ), 


oe u ds I 2 
(21) UL oe Serie 


On déduit, d’ailleurs, aisément du théorème exprimé par l'inégalité 
(12), les conséquences suivantes, 


Es 


|s' | u ds 


re Ps 








< 3 
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u ds uds 








pace 





— 
S Su 


La première des équations (18) nous donnera donc, en tenant compte 
des inégalités (20) et (21), 


() Jem(éiss) 
| 05 /u, i Ps pa /” 


d'où, en désignant par oy la distance du point M, au point u.(4, 4, €), 
en appelant d le maximum de la distance de deux points mobiles sur 
la surface (S) et en nous appuyant sur l'inégalité (11), 





(22) (5 Se) [>3° (125 +9)- + 


P1 


Considérons maintenant la dérivée par rapport à x. 


On a 
Ov Sofa as 
(=f ri 
de Le DES 
Cha Fo 


ate) 








ce qui donne, en tenant compte de l'inégalité (14), 


P CPS OF ola TE, | &' | u do 
we) IE Gab a ff NUS 


Il serait évidemment aisé de calculer une limite supérieure du second 
membre de cette inégalité tendant vers zéro avec y. Il en résulte que 





de ; OIE : a; 
Ge tend, lorsque y tend vers zéro vers une limite déterminée, celle 
T } M, 


de : LÉ d 
vers laquelle tend (5) dans les mémes conditions. D’ailleurs, nous 
M: 


pourrons nous contenter d’une limite supérieure moins rapprochée de 
la valeur réelle de cette quantité et qui s ’obtient ainsi : 


Ona 
FAR el Y< l'a; 
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par conséquent, 


| zx’ | « do "u do I 


Ù re =| NAT 
“Ss 2 eS 2 r2 


I] suit de là, des inégalités (23) et (11) et de l’inégalité 


(32) 
0x M, 


Ov 29(3'—1)d] 1 
(Gas helo a 17 


où d représente, comme plus haut, le maximum de la distance de 


I 


~ 2” 
Pe 





que 


(24) 


deux points mobiles sur la surface (S). 
On trouvera de méme 


OMAN eos) I 
—— —+- a Se 
| Gris 5 E R pi 


Désignons maintenant par De une dérivée première de ¢ par rap- 
port à une des variables +, y ou z, calculée pour un point M intérieur 
à la surface (S) dont la plus courte distance à cette surface ne soit pas 





inférieure à R. 
I] viendra 
I 


; l 
| Dore EE < in uds = =; 
YS lire 





on aura done @ fortiori 


mt | D 

ae 
19 19 

soute 
121 


Del <& 


Il résulte de cette inégalité et des inégalités (22), (24) et (25) que 
l’on aura en posant 


+ cnt TS » ed d? 
(26) A 0 + 27.205 + pe 


en désignant par De une dérivée première de ¢ par rapport à une des 
variables x, y ou z, calculée pour un point quelconque intérieur à la 
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surface (S) et en appelant la distance de ce point au point u.(&, n, 6), 
A 
My oa 


Or A reste fini quand l’étendue de la surface (S) décroit suivant une 
loi convenable : ainsi, par exemple, si la surface reste constam- 
ment semblable a une surface fixe, A reste constant. Le premier des 
trois théorèmes que nous voulions établir est done démontré. 


4. Passons à l’étude des dérivées secondes de ». Conservons à cet 
effet les notations du numéro précédent, continuons à désigner par 2’, 
y’, x’ les coordonnées d’un élément do de la surface (S) et soit tou- 
jours 7, la distance de cet élément au point M,. Nous obtiendrons 
facilement, comme on le verra plus loin, tous les résultats qui nous 
sont nécessaires après avoir démontré que l'intégrale 


°a'z'uds 

(27) LEE 

/ Je ae 
tend vers une limite déterminée lorsque y tend vers zéro et après 
avoir calculé une limite supérieure de la valeur absolue de cette inté- 
grale. 

Désignons, dans ce but, comme au n° 2, par (S’) la portion de la 
surface (S) à laquelle se rapporte l'inégalité (8) et par S” le reste de 
cette surface. 


Posons 
"x'zlu ds 
Te { tte 
Le S! 12 
et 
“az wds 
qe | 
© St lay 
Nous aurons alors 
(28) ESA Er be 


5 


L’étude de Vintégrale J’ peut seule donner lieu à des difficultés; c’est 
done delle qu'il convient de nous occuper en premier lieu. 
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L'inégalité (8) nous montre que l’on peut poser 
3 
(29) 3 = ax? 4-aba'y'+ cy? + Om(a2?+ vy”), 


en désignant par 9 une fonction de a’ et y’ qui, en valeur absolue, 
reste plus petite que l’unité pour toutes les valeurs de a’ et y’ satisfai- 
sant à l'inégalité 

a? 42S 03, 


La fonction 0 sera visiblement une fonction continue de x’ et y’ pour 
toutes les valeurs de ces variables vérifiant l'inégalité précédente, sauf 


P our 


! 


pet do —— 
A RAGE 


Portons la valeur (29) de z’ dans l’intégrale J’, il viendra 


' zB ude x'? y'u do ay" ude 
RE Fe Ae sl aie he ee OU 
| de 2 “Ss ; . : 
(30) ; '0( 12 my l 
ur Y( “2 + “ag 
+m STIR SES aes Ip J : 
e 2 


e/ S' 


Il résulte immédiatement de la continuité des fonctions wet 0 que la 
dernière intégrale du deuxième membre de cette équation tend vers 
une limite déterminée lorsque y tend vers zéro : il nous suffira donc de 
calculer une limite supérieure de la valeur absolue de cette intégrale. 
Or, ona 
| x | a 
el 
gt 
(ew? + y} Lr,; 


il s'ensuit que 


5: 
| ux'6(x'?+ y')? do 
Gi) | (poke 
we’ GS’ 2 


Nous nous servirons, pour établir les propriétés des autres inté- 
grales qui figurent au deuxième membre de l'équation (30), des va- 
leurs connues des dérivées du troisième ordre de ¢ à l'extérieur de la 


surface (5S). 








u d u ds I 
Sb a eats 


v/s! Ys l'a 22 





wo 
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Soit M un point situé sur l'axe des z à l'extérieur de la surface (S) 
à une distance non supérieure en valeur absolue à R de cette surface. 
Posons 


désignons par r la distance du point M à l'élément do de la surface (S) 
et considérons l'expression 


Ue o pe u do Pro's ePBuds 
Bae ah SAR ule 


Il vient, en multipliant cette équation par z et en effectuant une trans- 
formation facile, 


ot æ'(s—s')u de de | a æ'3(3— z')u ds 
(= 0 f Se 
AE à ; Ss 
æ'z!u do > az? s'uds 
En RE SL 
È 7 À FE 


Multiplions l'équation précédente par dz, integrons de — Ra — yet 
désignons par C le point ayant pour coordonnées 








eet y — 0. 
Ti RR 


et soit en outre 7, la distance de élément do au point C, il viendra 


f-=(%), dz=3|(52), = Gee 
(32) eeu Shee aa erie) 
Wo fas fete os fa fee 


On ne manquera pas d’apercevoir, en considérant cette equation 
avec quelque attention et en se rappelant que 


O° M E vite: 
dx M Tax 9 e® ; 





Vv 


2 


| f 


> 


a 


ri 
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que lintégrale 


(33) IE 


oD 
vs Ms 


tend vers une limite finie et déterminée lorsque y tend vers zéro. 
Cherchons une limite supérieure de la valeur absolue de cette inté- 
grale et observons à cet effet que l’on a évidemment 


he ta if 7e ie poe 

vk : bh 

{if tn Ne RE 
—R Ce a 


Or, si l’on désigne par 7, la distance du point O a élément ds, on 





(34) 


wal? 3" ds dtd ds 








aura, à cause de |’ aeeatre (13) 
| 3” <= at 
et par conséquent, eu égard à l'inégalité (9), 


: 2 r? 
PRES 


il s'ensuit que 


(69) {4 PSE 4 af. 4 dz (“2 


mais l'inégalité (10) nous montre que 


RAC a ht 


il viendra donc 


ref [a ty 
| F eae u ds -<1 6 er 16 


On trouve d’ailleurs, sans aucune difficulté, en faisant un usage 


(36) 
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convenable de l'inégalité (10), que 











; ET Oey 5.210 
(37) Lf (ES 
D'ailleurs 
x) I 
nice 
(38) OZ } ¢ R 
CS 
Ox}, p; 
CL 
ux eds I 
(39) (aS Re 








Cela posé, on déduit de l’équation (32) et des inégalités (34), (35), 
(36), (37), (38) et (39), la conséquence suivante : 


{= 
s Ja 


Décomposons l’intégrale (33) en deux parties de la manière dont 
4 5 
nous avions décomposé l'intégrale J (vorr le commencement du n° 4). 


T! viendra 
{= = [2 (= 
+ A PORT EE Ts 


Or, la seconde des intégrales du deuxième membre est en valeur absolue 
inférieure à 


DEEE) 28 2, 


A2 
3 p2 





(40) 











I 
P3 


2 


O2 
19 


il résulte de là et de l'inégalité (40) que 





æ'uds H 
(41) [==] 
g Ja P2 
en posant 
ont : Ate! a d 
(42) H = 39.2+1+2 Re hi 8? 


où d représente, comme dans le numéro précédent, le maximum de 
la distance de deux points mobiles sur la surface (S). 


NS) 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. II, 1897. d 
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On trouvera aisément, en appliquant la même méthode que tout à 


el? 4 wds 
ve 
lee 
Fe 


vs’ 
Désignons par N la limite supérieure des valeurs absolues des 
nombres a, b et c qui figurent dans l'équation (8); l’équation (30) 
nous donnera, en tenant compte des inégalités (31), 41 et (43), 


l'heure, 
1 


F 


2 





Ww 1% 


b 


(43) 


De 
Tes 


AS 








19 19 
. 


NH m 

















| J’ = 2 pa 
Po P2 
Or, on a manifestement 
A6 = AD ; 
07 Pa 
il résulte donc de l’équation (28) que 
: c F 
(44) ae ae 
er, 
en posant 
re a = d 
(45) F=4NH+md+ 53: 


Observons qu'il suit de tout ce qui précède que non seulement 
l'intégrale J vérifie l'inégalité (44) mais qu’elle tend en outre vers une 
limite déterminée lorsque y tend vers zéro. 


5. Nous voici en mesure d'étudier les dérivées secondes de la fonc- 
tion ¢ à l’intérieur de la surface (S). 


Nous avons 
f 029 Rar - ae sluds 13 "«'uds 
| aes) 1e en ta er ET à 
M, o 1 e's 1 








Ss 


5 
0?” z's' ude > æ'uds 
TN RER SE RAR : 
Ox Oz y 1° 4 re? 
/ M3 vs 2 CAN 2 








1 
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On trouve, en faisant usage de l'inégalité (15) 


re Lau do Le zx’ s* it ds — wy he | x’ || s'|u uds 
(4 7) 6 ps ae Fidan 
“Ss 2 To 


a ONE AT 
et comme les inégalités (9) et (13) nous donnent 








|: re 


Er Te. 





u do 


|æ'|] "lu de 2 
if re ae F0 


il vient 





ce qui montre que la différence (47) tend vers zéro en même temps 








To Pa 


que Y. D'ailleurs 
i uds ae ds I 
À © 


9 
DRE : 
2 YS 


“8 


ce qui donne 





fmt ges {== zu u do 
+ = 
vs 7 


On obtient, par une méthode analogue, 
(3 pr QE pa 
—1) fuds _ 9(3 D, lea 
mie eee 





9(3 


, z'u ds æ'u ds 
| f [| <v AL PE Ne TL 











5 D] 
1 rs 





d’où, eu égard a l’inégalité (21) 


xz'uds z'u do 
Ac 2 : 


Ce résultat n’est pas tout à fait suffisant parce qu'il ne permet pas 


9(35—1)/1 ae 
eer at 














d'affirmer avec certitude que le produit 


{= 
Y . 

9 
gs /1 


tend vers une limite bien déterminée lorsque y tend vers zéro. Pour 
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mettre ce point en lumière, considérons l’expression 


u do 
hea 
OUR 


elle tend, comme on sait, vers 274 lorsque y tend vers zéro. On en 
conclut par un calcul facile que dans le cas où l’expression 
Of a UE 


hp 
JO = : 
(90) Le s Te 


tend vers une limite lorsque y tend vers zéro, la fonction uw admet une 
dérivée première en O par rapport à un arc tracé sur la surface (S) et 
tangent en O à l'axe des z, cette dérivée étant égale à la limite de 
l'expression (50). 

Or, on a vu au numéro précédent que le premier terme du second 
membre de la deuxième des équations (46) tend vers une limite déter- 
minée, lorsque y tend vers zéro, et comme le premier membre de cette 
équation tend manifestement vers une limite déterminée quand y tend 
vers zéro, il est évident qu'il en est de même du deuxième terme du 
second membre. Par conséquent, l'expression (50) tend bien vers une 
limite déterminée lorsque y tend vers zéro. Cela prouve que la fonc- 
tion w possède des dérivées premières sur la surface (S). Sachant 
cela, on voit de suite que le premier membre de l'inégalité (49) tend 
vers zéro lorsque y tend vers zéro. On conclut de tout ce qui précède 


que l’expression 
( Or” ) 
Ox 05 ; M, 


tend vers une limite déterminée lorsque y tend vers zéro. 
Les équations (46) et les inégalités (44), (48) et (49) nous don- 


nent 
oy 09 ae 27(35— 31) /1 4 
| CS), + Gee). ee iE R (+: cs es) 


(sea) 
Ox Os M, 


d’où 


<[6F4+27(8— DEG +45) +35. 
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Ce qui donne, en remarquant que d’après l'inégalité (11) 


el, en posant 


(51) G= 27 [3 + 6Fd+ 27(3*— 1) F(1+45))> 


R 
> dv 
(52) (soos), 


Je remarque maintenant que l’on peut très aisément déduire des 
expressions connues des dérivées de la fonction ¢ à l’extérieur de la 
surface (S) et du fait établi plus haut que la fonction w admet des 
dérivées du premier ordre sur la surface (S), la conclusion suivante : 
les expressions 


» de dv , dv 
2. Call: ae 4 CE 


tendent chacune vers une limite parfaitement déterminée lorsque l’on 
fait tendre y vers zéro. On trouve d’ailleurs, en évaluant par excès, les 
valeurs absolues des différences des expressions précédentes et des 
expressions analogues relatives au point M,, et en se servant pour cela 
des procédés employés plus haut : 


G 


3° 
{ 


ss 





= 
ig 








| 0? ? G; 

der Mallee 

Hs 07” G 
J a 
ae dot < ei 
0? ¢ G, 

Grantee 


Ko 
2 


en posant 


(ste 





23 25 qi : 
3) side (oye ani hth ioe DCE. 





. ° ° U # ' 2 
Les expressions (53) tendant vers des limites déterminées lorsque y 
tend vers zéro, il en sera de même de l'expression 


a 
O3* M 
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On déduit d’ailleurs des inégalités (54) que l'on a 


A d?p G, 
ny es reals 
>) Ga) = pi 
Cela posé, désignons par D,¢ une dérivée seconde de ¢ calculée 
pour un point quelconque intérieur à la surface, mais tel que sa plus 
courte distance à la surface ne soit pas inférieure à R. 
On aura 
9 
oO 
| Dee | ae, EN 


et a fortiori 

Pork eee he 

(56) [D.°|<3(§ Fo 

où © désigne la distance du point considéré au point u(é, n, ©). 
Désignons par B le plus grand des nombres 


cv La 
(on) Cr, 2G, et 3(%) : 


nous pouvons écrire, en vertu des inégalités (52), (54) et (55), en 
désignant maintenant par D, l’une quelconque des dérivées secondes 
de # prises par rapport aux variables x, y et s, pour un point guel- 
conque intérieur à la surface (S) : 


[DRE 


où p désigne la distance du point considéré au point w. 

Or, on reconnait, en se reportant aux valeurs trouvées pour les 
nombres (57), que si l’on fait décroître l'étendue de la surface (S) 
suivant une loi convenable, le nombre B ne dépassera jamais un 
nombre fixe; ainsi, par exemple, si la surface (S) reste semblable à 
une surface fixe, le nombre B reste constant. Le deuxième des théo- 
rèmes que nous voulions établir est donc démontré. 


6. Il ne nous reste plus qu’à démontrer le dernier des trois théo- 
rèmes énoncés au n° À. Posons 


Ww = { fran, 
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où l'intégration doit être étendue à tout le domaine limité par la sur- 
lacets), 

L'intégrale (6) n’est pas autre chose qu’une dérivée seconde de w. 
On sait que w peut être regardé comme le potentiel d’une simple 
couche répandue sur la surface (S) avec une densité telle que, à l’exté- 
rieur de la surface, la fonction w soit identique au potentiel W d’un 
solide homogène de densité égale à 1, limité par la surface (S). La 
densité & de la couche donnant lieu au potentiel æ sera manifestement 
positive en chaque point de la surface (S); cela résulte de ce que la 
densité de la couche donnant lieu au potentiel ¢ est positive. D'ailleurs, 
on calculera sans peine une limite supérieure de o. 

Disposons les axes des coordonnées, comme nous l’avons constam- 
ment fait dans les numéros précédents, et envisageons les points M, 
et M, que nous avons déjà considérés tant de fois, ou plutôt, bornons 
notre attention au point M, qui est extérieur à la surface (S). Si Von 
calcule pour le point M, les dérivées de la fonction W, par rapport 
à æ et y jusqu'au troisième ordre inclusivement, on reconnaitra sans 
la moindre peine, en tenant compte des hypothèses faites au sujet de 
la surface (S), que ces dérivées tendent vers des limites finies et par- 
faitement déterminées quand on fait tendre y vers zéro. Comme d’ail- 
leurs, à l'extérieur de la surface (S), w est égale à W, les dérivées de 
la fonction æ jouissent des mêmes propriétés. Il résulte de la que la 
méthode employée au n° # pourra être appliquée. 

On prouvera ensuite, par un procédé analogue à celui que nous 
avons employé au n° à, que la fonction & admet des dérivées premières 
sur la surface (S) et que si l’on calcule les dérivées de la fonction 
jusqu’au deuxième ordre inclusivement, pour un point intérieur à la 
surface (S) et si l’on fait tendre ce point vers un point quelconque de 
la surface (S ), ces dérivées tendront vers des limites déterminées pour 
les valeurs absolues desquelles l’on pourra déterminer une limite supé- 
rieure C qu’elles ne dépasseront en aucun point de la surface. D'ail- 
leurs, il est clair qu’a fortiori les dérivées secondes de sy calculées 
pour un point intérieur à la surface (S) ne pourront jamais dépasser 
le nombre C. Ainsi donc le troisième théorème se trouve démontré. 
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Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique ("); 


Par M. HADAMARD. 


L'étude des équations différentielles se poursuit actuellement dans 
deux directions différentes. On peut avoir en vue la nature analytique 
des fonctions cherchées, et les considérer dans tout le champ des va- 
leurs réelles ou complexes de la variable indépendante. Mais on peut 
aussi, en restant dans le domaine réel, suivre la voie tracée par les 
travaux de Sturm et par ceux de MM. Poincaré et Picard, où l’on se 
propose simplement de discuter le sens dans lequel varient les incon- 
nues, et où les relations d’inégalité jouent un rôle prépondérant 

C’est à ce dernier point de vue que je me placerai exclusivement, 
dans ce qui va suivre, pour étendre aux cas généraux certaines 
remarques simples qui s'offrent dans l'étude des problèmes les plus 
élémentaires de la Dynamique. 


1. Considérons, parexemple, une surface de révolution, rapportée 
aux coordonnées semi-polaires 7, 9, z et définie par une équation entre 





(‘) Les principaux résultats contenus dans le présent travail ont été présentés 
à l’Académie des Sciences dans un Mémoire couronné en 1896 (prix Bordin). 
Ce Mémoire contenait, en outre, un résultat relatif aux surfaces à courbures 
opposées et qui sera développé plus tard. 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. A5 
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r et z, et le mouvement (sans frottement) d’un point sur cette surface, 
sous l'influence de forces dérivant d’une fonction de forces U indépen- 
dante de 0. Une discussion bien connue montre que la trajectoire 
reste, en général, comprise entre deux parallèles de la surface. Ces 
parallèles peuvent, par un choix convenable des constantes d’intégra- 
tion, être choisis arbitrairement, mais sous la condition que la plus 
plus petite des deux valeurs de 7 corresponde à la plus grande des deux 
valeurs de U : ils comprennent, par conséquent, entre eux une région 
de la surface où r et U varient en sens contraire ('). S'il s’agit d’une 
géodésique, cette dernière conclusion subsiste en général, les deux 
parallèles limites devant, cette fois, avoir le même rayon. 

C’est ainsi qu’un point pesant mobile sans frottement sur une sphere 
passe, en général, à quelque instant de son mouvement, dans l’hémi- 
sphère inférieur. 

2. La circonstance que nous venons de rappeler n’est que lappli- 
cation aux surfaces de révolution d’un principe général : comme nous 
allons ‘le voir, dans le mouvement d’un point sur une surface quel- 
conque, on peut toujours assigner une région R que la trajectoire doit 
(sauf dans un cas exceptionnel) traverser une infinité de fois. 

Ce principe est d’ailleurs celui qui a été invoqué par M. Kneser 
dans son Mémoire intitulé : Studien über die Bewegungsvorgänge 
in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen (*). Toutefois ce 
géomètre ne l’a appliqué qu'à l’étude du mouvement dans le voisinage 
d’une position d'équilibre instable, au lieu qu’en réalité la portée en 
est plus générale. Cela tient à ce que la région R indiquée par l’auteur, 
du moins dans la forme algébrique de son raisonnement, est moins 
restreinte que celle que nous formerons (*). 


5. Considérons, d’une manière générale, un système d’équations 





(1) Sauf dans le cas exceptionnel où 7 et U ont leur maximum ou leur mini- 
mum en même temps. 

(2?) Journal de Crelle, t. 115, p. 300 et suiv. 

(*) La région introduite par M. Kneser est celle à laquelle on serait conduit 
en partant de la remarque que nous donnons au n° 25. 
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différentielles du premier ordre, 





dx avs dx, 
(1) — == = =e => Se dl, 
X, X2 Xp 
où les X; sont des fonctions données de w,, #,, ..., x,. Ces dernières 


quantités étant considérées comme les coordonnées d’un point M dans 
l’espace E, à m dimensions, le système (1) définit un faisceau de tra- 
jectoires de ce point : si, comme nous le supposerons, les fonctions X 
sont univoques, il passe une trajectoire et une seule par un point pris 
au hasard. 

Soit V(x,,æ,,...,æ,) une fonction univoque quelconque. Lorsque 
le point M décrira (4 variant de 4, à + %) sa trajectoire, cette fonc- 
tion aura, en général, une infinité de maxima et de minima successifs. 

Or ces maxima et minima ne peuvent évidemment être situés en des 


points arbitraires. Si l’on désigne par X(f) le symbole 





f ays BHF 
x a x og dos 4 = 
(f ) ‘9x: a Piet 02, 
tout point où V est maximum ou minimum devra satisfaire à Péqua- 
tion 


(2) XV ha 0 


laquelle représente, dans Pespace E,, une multiplicité à mn — 1 dimen- 
sions. De plus, suivant qu'il y a maximum ou minimum, on devra 
avoir l’une ou l’autre des deux inégalités 


(3) X[X(V)]£o, 
(3) X[X(V)]20, 


lesquelles définissent chacune une portion de la surface (2). la pre- 
mière de ces portions étant constituée par les points où la trajectoire 
passe de la région X(V)> o à la région X( V)< 0, la seconde par les 
points où a lieu le passage inverse; la limite de ces deux portions, qui 
est une multiplicité à 2 — 2 dimensions, se compose des points où la 
trajectoire est tangente a la surface (2). 
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Ainsi une trajectoire quelconque traversera, en général, une 
infinilé de fois la surface (2) et cela, successivement, dans chacune 
des deux régions de cette surface déterminées respectivement par 


les inégalités (3), (3'). 


4. Pour que la conclusion précédente tombe en défaut, il faut que, 
à partir d’une certaine valeur de @, la fonction V varie constamment 
dans le même sens; aille, par exemple, toujours en croissant. 

Or, dans ces conditions, il arrivera, soit que cette quantité augmente 
indéfiniment avec {, soit qu’elle tende vers une limite. 

Nous écarterons la première hypothèse, soit que V reste nécessaire- 
ment fini dans le domaine des valeurs que peuvent prendre x,, 
Lys +++) Ly, SOIL que nous fassions abstraction des trajectoires le long 
desquelles il devient infini. Nous admettrons done que V tend vers une 
limite et nous nous servirons du lemme suivant : 


St, lorsque la variable t augmente indéfiniment, la fonction V 
de cette variable tend vers une limite et que ses n +1 premières 
dérivées existent et restent finies, les n premières d’entre elles ten- 
dant vers zéro. 


Bornons-nous, pour simphiier, à la dérivée première. Nous avons a 
faire voir que cette dérivée est, pour { suffisamment grand, plus petite 
en valeur absolue qu'un nombre quelconque donné «. 

Soit, à cet effet, / un nombre choisi arbitrairement. Dans la suite 
des valeurs de ¢, il ne peut exister une infinité d’intervalles ayant 


ul LA 9 Al Al | dV 
chacun une étendue superieure à / etou are 


oe. ; : à le : 
car, dans un pareil intervalle, V varierait de plus de —, ce qui ne peut 





soit plus grand que = 


se produire indéfiniment puisque V tend vers une limite. A partir du 

. ; av 
moment ou ces intervalles cesseront de se rencontrer, le module de = 
sera manifestement plus petil que e si nous avons pris pour / un nombre 
dV | 


qui, multiplié par la limite supérieure de ; 
al? | 


» donne un produit infé- 


rieur a 


D Im 
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Le même raisonnement s'étendant aux dérivées suivantes, notre 
lemme est démontré. 


5. Appliquons ce lemme à la quantité V considérée aux numéros 
précédents, en admettant que cette fonction et ses dérivées partielles 
jusqu'au troisième ordre, ainsi que les fonctions X; et leurs dérivées 
partielles du premier et du second ordre, restent finies lorsque le point 


ta Rider Se ae : ce . dN 
mobile s'éloigne indéfiniment sur cette trajectoire. Dans ce cas, - 


dt” 
CV av 2 


eee Vn i eee RS | 
ae che éstent finis. Donc en x (IV) et ar = X[X(V)| tendent 


vers zero. 


Nous arrivons, par conséquent, à la conclusion suivante : 
? \] 


Lorsque la fonction V et ses dérivées jusqu’au troisième ordre, 
les fonctions X; et leurs dérivées jusqu'au second ordre restent fi- 
nies pour t infint, la trajectoire traverse une infinilé de fois cha- 
cune des régions de la surface (2) définies respectivement par les 
inégalités (3), (3); ou sinon, elle est asymptotique à la multi- 
plicité à n — 2 dimensions qui sert de limite commune à ces deux 
régions. 


Ce dernier cas doit d’ailleurs être regardé comme exceptionnel ("). 


6. Quoique les équations de la Dynamique soient du second ordre 
et ne puissent être ramenées au premier que par l'introduction des vi- 
lesses comme inconnues auxiliaires, elles vont nous fournir des résul- 
tats très analogues aux précédents, surtout dans le cas le plus simple 
et dont nous allons nous occuper tout d’abord, celui où il n’y a que 
deux degrés de liberté: 

Considérons un système dont la position ne dépend que de deux pa- 
ramètres uw, ¢, par exemple un point matériel, de masse égale a1, mo- 
bile sans frottement sur une surface où uw, 6 sont les coordonnées cur- 
vilignes. U étant la fonction des forces et Ew? + 2Fu'e’+ Ge? la 





(‘) Voir plus loin, n° 53. 
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force vive, les équations du mouvement donneront 




















ve 7 Eu aU ny 12 (pr 0 1 GE JE 
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Soit V une fonction de uw, » dont nous désignerons, pour abréger, 
les dérivées partielles du premier et du second ordre par P, Q, R, 
S, T : il viendra 
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\ 5 
de’ n est autre 





Le terme indépendant de w’, 6’, dans expression de 
que l’invariant désigné, dans les Leçons sur la théorie des surfaces 


de M. Darboux ('), par la notation A(U, V). 


Faisons usage de l'équation des forces vives 


Ku? + 2Fw e+ Ge?=2(0 +h), 


la différence 
® (u',e') P(Q, —P) 


Eu? +2Fu'o'+ Go? EQ?=>FPO + GP: 





contenant en facteur Pw’ + Qo’, nous pouvons écrire 


dV Bee) lye dV, oe 
= A(U, V)+ a = qe (hu + pe ); 





LR. 
= 
ee 


ou Aet une contiennent d’autre dénominateur que la quantite 
EQ? — 2FPQ + GP?; 


AV désigne, conformément aux notations de M. Darboux, le quotient 
de cette même expression EQ? — 2FPQ + GP? par EG — F?; I, a la 











valeur 
eee Es a ES 
Penge 25PO + TE" mid I 
(8) he EG — F? (EG — a) 
Le { 
, 0G 1 pm 0G ss Te )+ OE Or ee + OG 
3 Uap As Wee ees. a 
(I É NE APE 2 us OF ai SAS ET Pee ES af pe. 
. 0 3 ‘a 3h > oe 1 — 0F Fos 

DC) 23) es : eZ 3 ei 4 
+PQ (FS, Edie it Ae Alta dl rai) a+ sony (SE sou» 31 Ou ET) )| 


Cette quantité s'exprime également à l’aide des paramètres différen- 
q P 5 
tiels de M. Beltrami. En nous conformant toujours aux notations de 





(1) T. I, Liv. VII, Chap. I. 
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M. Darboux, nous trouvons successivement 


AV AN) = Go] (GP—FO)R+2(GP—FQ)ÉQ—EP)S+(EQ FPT 
: iP 4 E 201 0G 
D di i 





LR D OE 
+ L(EQ — FP) (5 Q? — 
AV A(V, ER 


P 
Ne el / a 











(EG — F7) 
A(V,A,V) = San |G Fe 2FS + ET + P(S a 3) 
2 QT — -) LA(V, EG — | 
et, par conséquent, 
(8) I, —AVA,V—IA(V, AV). 
Faisons d’abord V = U : il viendra 





ŒU T 2(U+h)ly eee 
( = —AU : Aw’ AE 
(9) qe = AU - AU 7 (Au + pe’) 
aT . ' . T NT . CG 
Considérons un maximum de U. Nous devrons avoir a = 0 
aU - : MS à ; 
Tr <0 : comme AU est essentiellement positif, il en résulte 
PTE 
(10) 1520: 


l'égalité ne pouvant avoir lieu que pour AU = 0, c'est-à-dire en une 
position d'équilibre. 

Réciproquement, étant donné un point quelconque situé dans la 
région [,,< 0, il existe une trajectoire passant en ce point et y admet- 
tant un maximum de la fonction U. Car on peut prendre w et e' pro- 
proportionnels à à Q et — P, ce qu rend la fonction ®(w’, 6’) négative, 
puis donner à ces quantités w’, s’ des valeurs assez grandes pour que 
ce terme ®(w’, ’) surpasse en valeur absolue AU. 

Si nous ee la surface donnée en deux régions, l’une où I, est 
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positif, l’autre où il est négatif, une trajectoire quelconque passera, en 
vénéral, une infinité de fois dans la seconde de ces deux régions, à 
laquelle on peut, en conséquence, donner le nom de région attractive, 
pendant que la première, dans laquelle le point mobile ne peut rester 
constamment, est en quelque sorte une région répulsive. 

Ainsi que l’a remarqué M. Kneser dans le cas où la surface donnée 
est un plan ('), le maximum de U ne peut avoir lieu que là où les 
lignes de niveau ont leur courbure géodésique tournée dans le sens 
des U croissants. Ce résultat est équivalent à celui qui précède, 
comme on le voit en introduisant l'expression de cette courbure géo- 
désique (?), expression dont le numérateur est précisément 1. 

La ligne de séparation des régions attractive et répulsive est consti- 
tuée par le lieu des inflexions géodésiques des courbes de niveau, c’est- 
à-dire, d’une part, par les points où la courbe de niveau est tangente à 
une direction asymptotique (*); d'autre part, par les points où son plan 
osculateur est normal à la surface. Par exemple, dans le cas de la 
pesanteur, cette ligne de séparation se compose du contour apparent 
horizontal et du lieu des points où une direction asymptotique est 
horizontale. 


8. Il est intéressant de comparer le résultat précédent avec celui 
que l’on rencontre dans le cas d’un paramètre, par exemple dans le 
mouvement d'un point sur une courbe sous l'influence d’une force 
fonction de la position du point. On sait qu’alors le mobile, s’il ne 
s'éloigne pas indéfiniment dans un sens déterminé, oscille périodique- 
ment dans un certain intervalle et que cet intervalle comprend néces- 
sairement une position d'équilibre stable. Dans le cas de deux para- 
mètres, c'est la région attractive qui remplace, à cet égard, la position 
d’équilibre stable (*). 





Gi} LOG. Cie: 

(7) Darsoux, Joc. cit., t. III, p. 202, formule (19). 

(5) Cette propriété caractéristique des lignes asymptotiques que les courbes 
qui leur sont tangentes avec un plan osculateur quelconque ont leur courbure 
géodésique nulle, est en relation évidente avec le rôle que jouent ces lignes dans 
la théorie de la déformation, 

(*) La question, plusieurs fois discutée (voir, en particulier, Jorpan, Comptes 


Journ. de Math. (5° série), tome Ill. — Fasc. IV, 1895. 44 
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9. Nous avons supposé que la fonction U avait des maxima en 
nombre infini. Nous devons maintenant examiner le cas où, à partir 
d’une certaine valeur de ¢, U varierait constamment dans le même 
sens. Pour voir ce qui peut se passer dans ces conditions, nous ferons, 
comme précédemment, certaines hypothèses. Nous admettrons : 

1° Que U est, sur toute la surface, fini et inférieur en valeur abso- 
lue à une limite déterminée, ainsi que ses dérivées partielles jusqu’au 
troisième ordre inclusivement; 

2° Que E, F, G restent également partout finis et inférieurs en va- 
leur absolue à une limite déterminée ainsi que leurs dérivées jusqu’au 
second ordre inclusivement; 

3° Que EG — F? est partout différent de zéro et supérieur à une 
limite déterminée. 

Sous la forme où nous venons de les énoncer, ces hypothèses sont 
trop restrictives et ne seraient pas réalisées en général. Ainsi, pour 
prendre le cas le plus simple, une sphère rapportée aux coordonnées 
astronomiques ordinaires ne satisferait pas aux conditions précédentes, 
EG — F*? étant nul aux deux pôles. Nous ferons abstraction de ces 
singularités apparentes, en supposant qu'on ait défini un certain 
nombre de régions empiétant les unes sur les autres, de manière que : 
1° tout point de la surface soit intérieur à l’une au moins de ces ré- 
gions; 2° dans chacune d’elles on puisse faire choix d’un système de 
coordonnées tel que les conditions précédentes soient vérifiées. Si ces 
résullats ne peuvent être atteints qu'après séparation d’une ou plu- 
sieurs portions de la surface donnée, celles-c1 seront véritablement 
singulières et nous les exclurons du raisonnement, en ne considérant 
que les trajectoires qui n’y passent point. C’est ce qui arrivera, par 
exemple s’il y a des nappes infinies. 

Dans ces conditions, nous sommes assurés tout d’abord que w’ et 6’ 
restent finis. Les singularités signalées par M. Painlevé (*) sont done 








rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXIV, LXXV; Boussineso, tbid.), des 

lignes de faite et des thalwegs trouverait peut-être sa solution dans des considéra- 

tions analogues aux précédentes : les lignes de faite étant en quelque sorte les 

lignes répulsives par excellence et les thalwegs les lignes attractives par excellence. 
(1) Comptes rendus, 26 octobre 1896. 
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ŒU 


; : ; : : : dU 
exclues et il y a lieu de faire varier ¢jusqu’a + 2. De plus, > 7, 


€ e ' ‘ LA ' 
a restent finies et, par conséquent, d’après le lemme précédemment 


2T7 
] 


aed? t 
dt Gi dt? 
nous envisageons alors la formule (9), nous voyons que si AU n’est 
pas très petit, À et u sont finis, de sorte que le dernier terme du second 
membre est infiniment petit. Dés lors, ou bien il existe des valeurs 
de ¢ aussi grandes que l’on veut pour lesquelles [;< 0 et alors nous 
n'avons pas à modifier les conclusions des numéros précédents; ou 


bien AU tend vers zéro. Or les identités 





démontré, si U tend vers une limite, tendent vers zéro. Si 








CARS GAR tO 


EG— F? 


montrent que AU ne peut tendre vers zéro s‘iln’en est pas de même de 
P et de Q. Si donc, comme c’est le cas général, la surface ne renferme 
qu'un nombre fini de positions d'équilibre, le mobile devra tendre 
vers une de ces positions. Dès lors la vitesse tend vers zéro, ainsi que 
l'a démontré M. Painlevé ('); c'est d’ailleurs ce qui résulte de notre 
lemme, appliqué aux coordonnées u et ¢ considérées comme fonctions 
de ¢. 

En un mot, lorsque, sur une surface régulière et où U se com- 
porte partout régulièrement, 1l ny a qu'un nombre fini de posi- 
tions d’équilibre, toute trajectoire qui ne passe pas une infinité de 
fois dans la région attractive tend asymptotiquement vers une de 
ces positions. 


10. Si l’on considérait, non seulement les valeurs de ¢ supérieures 
à {,, mais l’ensemble des valeurs de ¢ de — «0 à + «, on peut affirmer 
sans restriction que, pour une au moins de ces valeurs, le mobile pas- 
sera dans la région attractive. Car le contraire ne pourrait avoir lieu 
que si la trajectoire tendait asymptotiquement vers une position 








(1) Bulletin de la Société mathématique de France et Leçons sur Vintégra- 
tion des équations de la Dynamique. 
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d'équilibre tant pour 4 infini positif que pour ¢ infini négatif. Mais, 
dans ce cas, les valeurs de U correspondant à ces deux positions 
limites seraient les mêmes et seraient atteintes par valeurs décrois- 
santes (puisque la force vive tendrait vers zéro). Donc, dans l’inter- 
valle, M passerait nécessairement par un maximum. 

Une position d'équilibre ainsi atteinte asymptotiquement est néces- 
sairement instable. Car on peut donner à { une valeur {, assez grande 
pour que le mobile prenne une position aussi voisine qu'on veut de 
l'équilibre avec une vitesse (uw), ©) aussi petite qu'on veut; on sait, 
d'autre part, que, dans un mouvement quelconque compatible avec la 
loi de forces donnée, on peut changer ¢ en {, — {: le mouvement ainsi 
transformé est évidemment en contradiction avec l'hypothèse de la 
stabilité. 


14. Si les positions d'équilibre, au lieu d’être en nombre fini, for- 
maient sur la surface une ou plusieurs lignes, la conclusion précédente 
ne subsisterait pas nécessairement. La trajectoire pourrait être asym- 
plotique à une ligne d'équilibre sans que la vitesse tende vers zéro ; mais 
un pareil fait est loin de pouvoir se produire pour une ligne d'équilibre 
quelconque. Soit, en effet, f(u, ¢) =o l'équation de la ligne d’équi- 
libre, f étant une fonction dont les dérivées partielles p et g ne sont 
pas nulles toutes deux en un point quelconque de cette ligne. [ Par 
exemple, sur le tore à axe vertical représenté en Cob donnees semi- 


polaires 7°, 0, s par l'équation s? + (r— a)? = 0, si la force agissante 
est la heen on pourra prendre f = r — a.] 

d 

ee eve ee tendront vers zéro d’après notre lemme du n°4, et comme il 


en est de même de ACU, /), si la vitesse ne tend pas vers zéro, il en 
résulte im 1; — 0, ce qui exige que I soit nulle sur la courbe d'e équi- 
libre. Af étant différ ent de zéro, cette ligne doit étre une géodésique 
de la surface, d'après l'expression précédemment rappelée de la 
courbure géodésique. 


£2. Notre théorème n'apprend quelque chose que si la région 
répulsive existe. Il est aisé de voir qu'il en est ainsi en général. Suppo- 
sons, en effet, U partout fini sur la surface : il aura un maximum 
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(position d'équilibre stable) et un minimum. Si ce maximum et ce 
minimum sont isolés, le premier sera intérieur à la région attractive, 
le second à la région répulsive; car, autour d’un point wy, e, où il est 
minimum, U aura un développement de la forme 


a(u— uy)? + 2b(u — 1) (0—%) +e(e — 0) +... 


avec 


b— ac<0,a>o. 
Si Pon forme l'expression I,, on voit que la partie 
RQ?— 25PQ + TP? = aQ?— 2bPQ+ cP? +... 


est du second degré et essentiellement positive autour du point (7%, ©, ) 
pendant que la partie restante est de degré supérieur au second. Quant 
à ce point lui-même, il fait partie, comme point isolé, de la courbe 
I, —0, mais on peut le considérer comme appartenant à la région 
répulsive, puisque toute trajectoire passant en ce point y admet un 
minimum de U. 

La encore, les conclusions peuvent être toutes différentes s'il existe 
pour U une ligne de minima ou de maxima. Ainsi, lorsqu'un point 
mobile sur une sphère est attiré par un diamètre, il est clair que la 
concavité des lignes de niveau est partout dirigée dans le sens de la 
force; il n’y a donc pas de région répulsive. Cela tient à l'existence 
d’une ligne de minima pour U, le grand cercle perpendiculaire au 
diamètre attirant. 


15. On remarquera que si l’on change U en — U, c'est-à-dire sz 
l’on passe du mouvement primitif à son conjugué, |, est changé en 
— 1;, de sorte que les régions attractive et répulsive se permutent 
entre elles. 


14. Si nous connaissons une limite supérieure de la constante des 
forces vives, nous pouvons restreindre la région attractive, car, 
moyennant l'inégalité h<h,, notre formule (9) donne, en un maxi- 
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mum de U, 


(TRS Lely 
| 
Ale sche is 


IA 


FE Gc. 
qui, avec U + h,20, définit une région de la surface, région manifes- 
tement comprise dans la première. 

De même, si nous connaissons une limite inférieure de la constante 


des forces vives, nous connaitrons par là même une région où devra 


= x dU & Lis 
se trouver le minimum de U, car les relations 7 = Ga > Osc Rieti 





combinées avec la formule (0), donnent 


= 2(U h,)I 
Aa ae ams a 


région qui comprend la région répulsive et une partie de la région 
attractive, cette dernière partie diminuant indéfiniment lorsque A, 
augmente indéfiniment. 


45. Soit maintenant V quelconque, et supposons donnée la valeur 
de la constante des forces vives; dès lors, les inégalités 


(12) MGR ae eins. 
2 (U+h)lIy 
(13) A(U,V)+ 20 


correspondent a une division de la surface en deux régions telles que 
tout maximum de V est nécessairement situé dans l’une, tout mini- 
mum dans l’autre. 

Quant à la discussion du cas où V n’a pas une infinité de maxima 
et de minima, elle se fait d’après les principes invoqués précédemment. 
En supposant encore que V reste fini ainsi que ses dérivées partielles 
jusqu'au troisième ordre, il faudra que la PUS tende vers une 
pce a?V 
dt de 
soient TE petits nous montre, d'après la formule (7), que 


A(U, V)+ se 


certaine courbe limite V = a. De plus, L 








tend vers zéro, à moins que AV et, par suite, 
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OV OV 
PAS HUE soient eux-mêmes infiniment petits. Mais si cette dernicre 
{ 


rT r 


et — ne seraient 
Ou ov : 


nuls qu'en des points isolés de la courbe V = a, et alors le mobile 
devrait s'approcher indéfiniment d’un de ces points, qui devrait être 
une position d'équilibre instable ('), ou bien que les égalités 


Ov OV 5 : a 
a = ge = © auraient lieu sur toute la courbe limite, auquel cas nous 


circonstance se produisait, il arriverai 








remplacerions V par une autre fonction s’annulant sur la courbe 
V — a sans que ses dérivées partielles soient nulles toutes deux. Reste 


l'hypothèse que A(U, V) + FRS 


toire et, par suite, soit nul sur la courbe limite : alors celle-ci sera une 


tende vers zéro sur la trajec- 


trajectoire possible (puisque les conditions V = a, a = o entraînent 
d-V 
de = 0): 

Ainsi, toute trajectoire sur laquelle V et ses dérivées partielles 
restent fintes passera une infinité de fois dans chacune des deux 
régions (12) et (13) et traversera, par conséquent, une infinité de 
fois leur ligne de séparation, à moins qu'elle ne tende asymptotique- 
ment vers une position d'équilibre instable ou vers une trajectoire 
fermée représentée par une équation de la forme V = a. 


16. On peut déduire du résultat précédent un autre qui soit indé- 
pendant de la valeur de la constante des forces vives, car l’équation 


P 2(U+h)I a ans Me 
Avi ASE nn =o, combinée avec l'inégalité U+h>0, 


donne 


ANNE T0 


. inégalité qui doit être vérifiée une infinite de fois sur toute trajectoire 
non exceptionnelle. 


17. Prenons le cas des géodésiques. En faisant U = 0, nous voyons 
que, sur une géodésique, le maximum de V a lieu nécessairement 








(1) Voir Patntevé, loc. cit. 
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dans la région Iy< 0, le minimum dans la région I, > 0: toute géo- 
désique passera une infinité de fois dans chacune de ces deux régions, 
à moins qu'elle ne soit asymptotique a une géodésique fermée ayant 
pour équation V = a. 

Ce résultat est en accord avec celui que nous avons établi en pre- 
mier lieu (n° 7), car on sait que les géodésiques peuvent être consi- 
dérées comme les trajectoires limites d’un mobile qui se meut sous 
l'influence de forces dérivées d’un potentiel quelconque + V. 

On peut, d’ailleurs, déduire tous les résultats précédents les uns des 
autres en partant des résultats que fournit le principe de la moindre 
action. Ce principe montre, en effet, que les géodésiques de l'élément 
linéaire E du? + 2F dudv + G de? sont identiques aux trajectoires 
d’un mobile parcourant la surface d’élément linéaire 


Edu2+ 2F du dv + Gdv? 
‘ 





sous l’action des forces dérivées du potentiel V. De même, on ne 
change pas les trajectoires en remplaçant simultanément l'élément 
U 
V 
et la fonction de forces U par V. Cette transformation permet de 
passer des résultats du n° 7 à ceux du n° 16. 


linéaire Edu? + 2 Fdude + Gdv? par (Edu? + 2 Fdude + Gds?) 


18. Si, en particulier, V = o est l’équation d’une géodésique fer- 
mée L, la quantité Ly est nulle tout le long de cette ligne. Si elle n’est 
pas nulle ailleurs, la ligne L devra être coupée une infinité de fois par 
toute autre géodésique. | 

Nous allons appliquer cette remarque en prenant pour V la distance 
géodésique d’un point de la surface à la ligne L et supposant que la 
courbure de la surface donnée garde un signe invariable. 

Prenons pour coordonnées l’are » de L, compté a partir d’une 
origine fixe jusqu'au pied d’une géodésique normale à la première, et 
Pare w de cette dernière géodésique, compté a partir de son pied. 
L'élément linéaire sera ds* = du? + C?de? et, pour u = o, l’on aura 


- dc : : Fe ; 
C=1,5-=0. Si nous prenons pour V la quantité w elle-même, la 


OC ; 
Te lequel est bien nul sur L. 


formule (8) donnera [, = 5 
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Supposons maintenant que la surface donnée soit à courbure par- 
tout positive. Comme cette courbure a pour expression (') 


be 1 0?C 


C du? 





2 


I 
RR’ 
RS 0c . : . ’ A 

la quantite du qui est nulle avec w et croissante quand u décroit, a 
un signe contraire à celui de w. La valeur absolue de w ne peut donc 
avoir de minimum autre que zéro, et par conséquent, sur une surface 
à courbure partout positive, toute géodésique fermée est coupée 
une infinité de fois par toute autre géodésique. 


19. Toutefois, la démonstration ainsi présentée est loin d’être irré- 
prochable, car nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que la 
fonction V était univoque et avait ses deux premières dérivées déter- 
minées et continues, et il est clair que ces propriétés n’appartiennent 
pas à la quantité w dont il vient d’être question. Non seulement, lors- 
qu'un point M’ se déplace sur une ligne L’, la géodésique le long de 
laquelle est comptée la distance minima de ce point à une ligne 
fermée L ne varie pas toujours continüment; mais il peut même 
arriver qu'il soit impossible de considérer comme variant continü- 
ment une géodésique, menée par le point M’normalement à L. Si, par 
exemple, on prend sur l’équateur d’une sphère un arc AB plus petil 
qu'une demi-circonférence et qu'on remplace le reste de la circonfé- 
rence par une ligne ayant avec celle-ci, en A et B, un contact d'ordre 
aussi élevé qu'on voudra mais située tout entière dans l’hémisphère 
supérieur, on fournira ainsi une ligne fermée L; lorsqu'un point M, 
variable sur une ligne L’, passe au pôle supérieur, le pied de la géodé- 
sique normale à L, menée par ce point, passe brusquement de A en B. 

Nous ne serons donc en droit d'affirmer la proposition précédente 
qu'après avoir examiné les objections auxquelles donnent lieu de telles 
singularités. 


20. Nous admettrons, comme nous sommes en droit de le faire, 


(!) Darsoux, Leçons, t. Il, p. 416, formule (24). 
Journ. de Math. (5° série), tome IIT. — Fasc. IV, 1897. 45 
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d'après les principes établis dans les Leçons de M. Darboux, qu'entre 
deux points quelconques de la surface existe un chemin minimum. La 
longueur de ce chemin sera évidemment une fonction continue de la 
situation de chacun des deux points. Nous admettrons, en outre, que 
pour toute géodésique déterminée par un de ses points (de coordon- 
nées curvilignes &, 8) et par l'angle w, qui définit sa direction en ce 
point, les coordonnées (soit curvilignes, soit cartésiennes) de l’extré- 
mité d'un are s, compté à partir du point (x, 6), sont des fonctions 
de a, 6, w, s continues et admettant des dérivées partielles jusqu’à un 
ordre suffisamment élevé; c’est ce qui a lieu, moyennant des hypo- 
thèses très simples sur la nature de la surface, d’après les travaux de 
MM. Poincare et Picard. 

Dans ces conditions, la distance géodésique minima d’un point 
déterminé quelconque M’ de la surface à un point variable M de la 
ligne fermée L, variant continiment avec M, aura une valeur 
minima. À ce moment, la géodésique MM’ sera normale à L. Cela est 
hors de contestation dans le cas général où, en remplaçant cette géo- 
désique MM’ par une autre de même longueur, mais faisant avec la 
première, au point M’, un angle infiniment petit, la position du 
point M est altérée d’un infiniment petit du même ordre; mais le con- 
traire peut se présenter : c’est ainsi que, sur une sphère, on peut 
mener une infinité d’ares de grands cercles différents et ayant pour 
extrémité commune le point diamétralement opposé au premier. 

Pour montrer, dans tous les cas, que MM’ est normale à L, il suffit 





de prendre sur MM’ un point P suffisamment rapproché de M pour 
qu'une géodésique issue de P, et infiniment voisine de MM’, ne puisse 
couper celle-ci sur l’are PM ni dans le voisinage de M. Alors la singu- 
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larité qui pouvait se produire pour les géodésiques issues de M’ ne 
peut avoir lieu pour les géodésiques issues de P : si donc PM n’était 
pas normale aL ( fig. 1), il y aurait nécessairement, dans le voisinage 
de M’, sur le segment de L qui fait avec MM’ un angle aigu, un 
point M, tel que sa distance a P soit plus petite que PM. Le che- 
min M’PM, serait donc, contrairement à l'hypothèse, plus court 


que M’M. 


21. M'M étant la plus courte distance géodésique du point M à la 
ligne L, on pourra en général trouver, de part et d’autre du point M, 
deux points N, N, tels que les distances M’N, MN, soient plus 
grandes que M’M. Si donc nous considérons un point M° suffisam- 
ment voisin de M, les longueurs géodésiques MN, MON, seront plus 
grandes que M° M, et la distance de M{ à un point variable de L aura 
un minimum MM, (qui pourra n’étre qu'un minimum relatif) en un 
point M, situé entre N et N,. Par le point M° passera donc une géo- 
désique normale a L et voisine de M’M. On voit que cette conclusion 
n’est en défaut que si au point M est attenant un certain segment de L 
dont tous les points sont à la même distance du point M’. C’est d’ail- 
leurs ce qui peut arriver, comme nous l’avons vu tout à l'heure par 
l'exemple de la sphere. 

Ces géodésiques, normales à L et voisines de MM’,-ne couperont 
d’ailleurs pas Pare MM’; car, si les arcs géodésiques MM’, MM, se 


Fig. 


wo 


My 


| 





coupaient en [ (fig. 2), la distance M, M serait plus petite que MM’ 
ou la distance MM’ plus petite que M,M°, suivant qu’on aurait 
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IM,£IM ou IMSIM,. De même, ces géodésiques ne se couperont pas 
entre elles dans leurs segments voisins de MM’. 


22. Soit maintenant M’ un point situé sur une ligne L’ et dont la 
distance à L est minima par rapport aux points voisins de L’. Nous 
verrons, comme tout a l'heure, que MM’ est normale à L’. Il en 
résulte tout d’abord qu'il ne peut exister une infinité de géodésiques 
égales à MM’ et allant du point M à la ligne L, car l’une au moins de 
ces lignes ne serait pas normale à L’. Donc, chaque point de l’entou- 
rage de M’ pourra être joint à L par une géodésique normale voisine 
de M’M. Reprenons alors le système de coordonnées précédemment 
considérées, tel que w soit la distance du point (z, ¢) à la ligne L. 
L’élément linéaire de la surface sera du?+ C? dy? où, d’après nos 
hypothèses, la fonction C admettra, au voisinage du point M’, des 
dérivées jusqu à un ordre déterminé. 

Supposons C différent de zéro en M’. Alors la courbe A, lieu des 
extrémités d’arcs M, P égaux à MM’ et portés a partir de L sur les 
séodésiques normales à L, autrement dit la courbe parallèle à L pas- 
sant par M’, sera une ligne normale à MM’ et à laquelle les formules 
connues (') assigneront une courbure finie, ainsi que sa dérivée par 
rapport à l'arc; et, par conséquent, la distance d’un point quelconque 
de L’ à cette ligne (c'est-à-dire w — MM’) aura une dérivée et une 
dérivée seconde en M’. Notre raisonnement est dès lors applicable 
sans objection. | 

Quant à l'hypothèse C = o (au point M”), elle est incompatible avec 
la propriété de minimum supposée à MM’. En effet, la courbe A doit, 
d’une part, être située du même côté de L’ que le segment M’M et, 
d'autre part, être normale à ce dernier, ainsi qu’on le verrait comme 
précédemment. Si C était nul en M’, une géodésique normale à L en 
un point M, (fig. 3), distant de M d’un infiniment petit du premier 
ordre, et égale à MM’, aurait pour extrémité un point P distant de M’ 
d’un infiniment petit du second ordre (au moins). En supposant que 
la géodésique M, est abaissée d’un point M de L’, nous voyons que 
les distances PM et, par suite, M'M°, seraient également du second 





(1) Darpoux, Leçons, Liv. V, Chap. HU, Tableaux IT et IV. 
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ordre. Je dis que la ligne M'M° fait avec la ligne L’, prise dans le 
sens M'æ qui s'éloigne de M’, un angle aigu. 








En effet, tout d’abord, nous savons que la ligne MM, ne coupe 
. 5 ar . . . 
pas MM’. Joignons M’M,. L’angle M,M’M est infiniment petit du 


RE è . 
premier ordre, et l’angle M'M, M, du second ou, du moins, s'il n’en 
est pas ainsi, on pourra trouver sur M,M° un point N tel que langle 


Fe : ’ 
M' NM’ soit du second ordre. Il en sera, par suite, de même de la 


différence entre les angles NM’ax et NM, x. Le premier de ces angles 
différant de langle droit d’un infiniment petit du premier ordre, le 
5 I I 

second est bien aigu. Dès lors, la distance du point M° à la ligne L 
devrait être décroissante quand ce point s’éloigne de M’, ce qui est 
impossible, 

L'hypothèse C = o doit donc être écartée et la validité de notre rai- 
sonnement est assurée. 

Nous avons toutefois à nous demander si une géodésique de la sur- 
face ne pourrait pas être asymptotique à L. La théorie générale des 

I I 5 

solutions asymptotiques montrerait qu'il n’en peut étre ainsi; mais 
c'est ce qui résulte également des notions précédentes, car si w devait 


: ay du : 
tendre vers zéro par valeurs positives, par exemple, aT devrait tendre 


, . eu a 
vers zero par valeurs negatives et, par consequent, We devrait être 


positif pour des valeurs très grandes de ¢: ce qui ne peut avoir lieu, 
ainsi que nous venons de le montrer. | 
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Il est done établi que la ligne L est coupée une infinité de fois par 
toute autre géodésique. En particulier, une surface à courbure partout 
positive ne peut avoir deux géodésiques fermées qui ne se rencontrent 


pas. 


25. Ce dernier résultat, au moins s’il s’agit de géodésiques sans 
points doubles, est susceptible d’une autre démonstration très simple. 
Si, en effet, nous admettons que la surface est simplement connexe, 
deux géodésiques fermées ne se rencontrant pas devraient comprendre 
entre elles une aire à laquelle la relation de Bonnet (‘) assignerait une 
courbure totale nulle, ce qui ne se peut. 

Or une surface à deux côtés et sans points singuliers, à courbure 
partout positive (la valeur zéro et les valeurs infiniment petites étant 
exclues) est toujours simplement connexe. 

Pour le démontrer, nous considérerons la représentation sphérique. 
La surface étant à deux côtés, à chacun de ses points correspond une 
représentation sphérique bien déterminée. Si la surface est d’ailleurs 
quelconque, cette représentation sphérique pourra être à plusieurs 
feuillets. Ces feuillets pourront se raccorder les uns aux autres de 
diverses façons : par exemple, ils pourront se joindre par un bord 
commun, de manière à former par leur ensemble un pli: c’est ainsi 
qu'une surface de révolution dont la méridienne présente une inflexion 
aura une représentation sphérique pliée en deux, suivant le cercle qui 
correspond au parallèle d’inflexion. Dans ce cas, le sens des aires 
sphériques et, par suite, le signe de la courbure totale change évidem- 
ment quand on passe d’un feuillet à l’autre. 

Si, d'autre part, la courbure s’annule, même sans changer de signe, 
la représentation sphérique peut présenter certains points singuliers 
influant sur le mode de raccordement des feuillets. Mais lorsque, con- 
formément à nos hypothèses actuelles, on suppose la courbure tou- 
jours supérieure à un nombre positif déterminé, il n'en peut être 
ainsi. Si M est un point quelconque de la surface et m sa représenta- 
tion sphérique, une petite région de la surface entourant le point M 
est représentée par une petite région de sphère recouvrant une seule 





(*) Darsoux, Leçons, t. ll, p. 126. 
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fois l’entourage du point m, et le rapport des étendues de ces deux 
régions varie entre deux limites finies. De plus, tout point de la sphére 
sert de représentalion sphérique à un point de la surface : autrement 
dit, la représentation sphérique n’a pas de bord, car, puisque le rap- 
port des aires correspondantes reste fini, un pareil bord devrait cor- 
respondre à un bord de la surface. 

IL est aisé d’en conclure que la représentation sphérique se compose 
d'un seul feuillet. Si, en effet, m et me’ étaient deux points superposés 
de cette représentation sphérique, correspondant à deux points dis- 
uncts M et M’ de la surface, à une ligne L, joignant ces derniers, cor- 
respondrait une ligne /, joignant les deux représentations sphériques, 
et, en l'absence de toute singularité, cette ligne pourrait être déformée 
jusqu’à être infiniment petite, ce qui est absurde. 

La représentation sphérique recouvre donc simplement la sphère 
entière et est, par suite, simplement connexe; il en est de même de la 
surface donnée qui lui équivaut au point de vue de la géométrie de 
situation. 

L'étude des surfaces à courbures opposées, relativement auxquelles 
on obtient des résultats beaucoup plus complets que les précédents, 
fera l’objet d’un travail ultérieur. 


24. On peut, dans certains cas, restreindre la région attractive en 
appliquant le théorème à une trajectoire déterminée, issue d’un point 
donné. En ce point, la fonction V, supposée croissante pour fixer les 
idées, a une certaine valeur V, et le premier maximum de V devra 
être au moins égal à V,. Nous pourrons done affirmer que la trajec- 
toire (toujours sauf le cas d’asymptotisme ou celui de V infini) passe 
non seulement dans la région donnée par l'inégalité (12), mais dans 
la partie de cette région où V est supérieur à V,. 

Cette remarque se distingue, comme on le voit, des précédentes en 
ce qu'elle donne des conclusions différentes pour les différentes trajec- 
toires compatibles avec la même loi de force, et cela indépendamment 
de toute intégrale connue. 

Elle peut d’ailleurs être appliquée à plusieurs reprises par lintro- 
duction de deux fonctions V et V,. La considération du maximum 
de V permet de délimiter une région R où toute trajectoire doit passer 
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une infinité de fois. Dans cette région, V, a un maximum M,; dès 
lors toute trajectoire doit passer dans la fonction R, de la région 


A(U, V,) + aE aes BE 


où V, est supérieur à M,. Dans cette nouvelle région R,, la fonction V 
a un maximum M' et toute trajectoire devra passer une infinité de fois 
dans la portion R’ de la région R où V est supérieur à M’, etc. 


25. Il est à remarquer qu’on peut aussi obtenir des renseignements 
DES Wh 


dV dV 
ja Sans faire intervenir la condition == = o. Le rap- 


P(u',v') 
Eu?+oFu'e + Gp? 


sur le signe le. 7 


reste, en effet, lorsque w et o varient, compris 
ACU Vy 
U+h 
AU V) 1 >, sont de même signe, ce signe sera celui de pas 
U+h : De © dt? 
Il est clair que cette circonstance se présentera, en particulier, en 
tout point de la surface où V est maximum ou minimum absolu, et 


port 


entre deux limites fixes A, et À,. Si donc les sommes Met 





par conséquent, en général, aux environs d’un tel point; et, en effet, 
la forme ®(w’, es’) est alors définie et l’on a, de plus, A(U, V) = o. 


nues Ep 
Eu'?+oFu'e'+ Ge”? 
A, sont, d'ailleurs, th Rae d’une expression géométrique tres 
simple. Si, en effet, on suppose U = 0, { étant alors l’arc s d’une géo- 





26. L'expression = el, par suite, les quantités A,, 


2 


AY 
désique, on voil que le rapport en question repr ésente la dérivée —— ae 


prise sur la géodésique de direction (w’, ¢’). Si, d’ailleurs, on décom- 


pose le dénominateur en carrés, de manière à avoir 
Eu? + 2Fu'e’ + Ge? = + 4, 
moyennant quoi la forme ®(w’, v") peut s’ecrire 


O(u', ) = (En), 


£ et n représenteront des coordonnées rectangulaires dans le plan tan- 





we 
Or 
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gent à la surface, et Péquation 








sera celle d’une conique, lieu de Pextrémité d’une longueur FAG 
ne ds! 
portée sur la tangente à la géodésique. Les nombres À, et À, sont les 
inverses des carrés des axes de cette conique. 

L’équation qui détermine A,, A,, exprimée à l’aide des paramètres 
de Beltrami, est 


s ATV PA VE) A AN NA Vi 
TAN Re =k 





r 


3 : , d*\ 
on voit, en particulier, que la somme des valeurs de — ar sur deux 


géodésiques rectangulaires quelconques est constante et égale 


CN AVE 


27. Notre proposition fondamentale peut être considérée comme 
fournissant un moyen de transformation des expressions différentielles 
qui interviennent dans la théorie des géodésiques. Par exemple, nos 
calculs donnent une démonstration de ce fait, utilisé précédemment, 
que l'équation I, = o, vérifiée sur la ligne V = a, exprime la condi- 
tion pour que celte ligne soit une géodésique; puisque, moyennant 


ae : dV ‘ Pate: 
cette condition, les relations V = a, “x = © entrainent (sur la géodé- 





On en déduirait même sans difficulté l’expression 
de la courbure géodésique d’une ligne quelconque V = a, puisque 


d26 Nn 
celle-ci dépend de la dérivée ; à désignant la distance à cette ligne 





de 
d'un point de la ligne géodésique tangente, distance sensiblement 
égale à £. 
O dV 

dn 


28. Nous pourrons encore former aisément la quantité [, lorsque 
la surface est donnée par son équation cartésienne 


(14) LA) O, 
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V étant alors une fonction des coordonnées x, y, 3. Il nous suffira 


pour cela de reprendre, 


dans cette nouvelle hypothèse, nos calculs 


primiufs en écrivant tout d’abord les équations du mouvement d’un 


point sur la surface. Nous sup 


poserons la masse du point égale ar, et 








Hous aurons 
dx or x Of 
ATOS TPE LL 
FR A d, 
ie NS 
ds OU or. 
TS Te 


d'où (x, y’, z' désignant les c 


omposantes de la vitesse) 









































| @V OV aU | 9V AU , eV aU 
Ret Es Oy oy 03 O03 
AN CN ga chu 
(5) dx 0x dy dy | Jz 03 
is CV ae, | UNIES re ONE 
oa? Oy” Os? ~ 
5 Low 0 l ae D : rt ! 
| F2 oye 7 25026 00200700 
et À est déterminé par la condition 
TA U NON Of OU Of dU oe OF PP VOL fees 
PPT Ox 0x Po Oy 0s 05 dx dx? Ne dy. ae 03? © 
of ley Ge oe 
AE HO Pre 8. 


Ox 








de deux termes 


eye 


Nous trouvons donc bien l’expression de 


(5) is 


+ 


7 comme se composant 
dt* 














- JV OÙ OV OU OV OU 
FANS a eee 
| A(U,V)= Of 02 Oy dy O03 0z 
Hee ‘Of OU” vf 0 of OU’ (of OV = RO ANR EU OR 
ae | ae ODT OF Uy wos = er 0x ” dy dy Mad 
ar = 
(Ge) * (iy) + Ce) 


Ox Oy 


=), 
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indépendant des vitesses, l’autre 


(ay, 3) 
me DCC) 














ee ie ONO ON D AA OU 
we i re oy? JT oz? ~ - dy ds” SNS Osox 0  droÿy. } 
( I ai { 0 t, MS O° Us y'? Of BY i 5 d hi ml D get: mil 9 0? 0 2! yf | 
(55 mer dy? Nas eee AD Onde ee Oxoy’ ) 





dx Ox Oy CE Ÿ 93 03 


(A (3) + + (5) 


quadratique par rapport a ces vitesses. 
Nous aurons enfin ly, en supposant 


yi eae dv ON aN. af a) 





a Bro rove ee 
ode. fa ay? Oz 
d’où 











of av. Lede OV of OV of OV Pa Of OV. “Of OV 
dy 03 02 OY 020% Ox dz Ox OY Oy dx 








el 
pla, la) Oy 0s 05 dy 02 0x Ox 02 Ox dy Oy Ox 
et yl gt — es OV of aV i ag OOM ER. OF. a a ee OV Of OV i 
Oy ds das dy, 02 0%  O2.0z, OL Oy | Oy Or 





(2 OV of OV af OV af eV of OV of A 














le dénominateur du premier membre représente la force vive, celui 


—— (ey + (XZ) [av , d'après la 


(5 OV 207 QV CLISEN gs 2) ON Of dV -df OV\ 


dusecond membre est égal a | ( nal 
Ox 


formule (16). On a done finalement 


Oy Os oz Oy 0s 0x Ox 0: 0x oy dy Ox 
Of ca Of 
Gol Ate alas) 
résultat qu'on déduirait également, bien entendu, des formules de 
Beltrami ('). 








> 





(‘) Darsoux, Lecons, n° 679, t. III. 
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La fonction f étant donnée, la fonction 1, = o est l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces qui coupent les surfaces f = const. 
suivant des lignes géodésiques. 

Si, par exemple, la surface considérée est l’ellipsoïde 





l'axe des z étant supposé vertical descendant, les formules deviennent 
PI ) ; 
pour V= Àx +uy + vs, 








\ L / LA / / ce 4 | : 
(19) P(u,e)=Y(x,y,3)=— Œ Ares 











(20) 


su «° 


Ax LY 7 evs 

A Reg ay a eo 

I Ÿ I fs D VAN HA ee b? Cc 
= 7) 3 


La ligne [,— o se réduit à la section principale horizontale qui, 
nous le savions déjà, doit être coupée par toute géodésique, en sa 
qualité de géodésique fermée. De plus, un point pesant mobile sur la 
surface passera toujours dans l'hémisphère inférieur (sauf le cas 
d’asymptotisme à la position d'équilibre instable ). 

Plus généralement, toute géodésique coupe toute section diamé- 
trale, celle-ci pouvant toujours être considérée comme contour 
apparent de la surface relativement à une direction convenablement 
choisie. 

Quant aux trajectoires des mobiles pesants, obtenues en prenant 
U+h=g(z+k), elles passent dans la région attractive définie par 
l'inégalité (11), soit 





(= ry) - 2(3+4)3(c°— 27) 


a b* aM Ayogs 


De plus, si nous prenons V = Àx + uy, nous voyons que toute 
trajectoire devra couper la courbe A(U, V)AV+ 2(U +h)I,=0, 
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Qo 
Or 
oO 


SOIL 1C1 











Soient «> > les axes de l’ellipsoïde rangés par ordre de gran- 
a(s+k SZ a(stk 
( rs ) et — + 2(s+ A) 


c? aj2 





deur. Si les quantités i = sont de même 


signe pour 3+4 >0, c?—3z?>>0, ce qui arrivera lorsque # sera 
; Ê : —: ; a? . 
négatif ou, au contraire, Supérieur à C + ot le facteur entre crochets 


dans le premier membre de l’équation ci-dessus ne pourra s’annuler 
el, par conséquent, pour les valeurs correspondantes de la constante 
des forces vives, la trajectoire coupera tout vertical de la surface. 

Sur l'hyperboloïde à une nappe, la ligne Ihasyyiy;= 0 ne se com- 
posera pas Loujours uniquement du contour apparent relatif à la direc- 
tion (À, 4, v), mais comprendra également les sections par les plans 
tangents de mêmes cosinus directeurs, puisque ces sections sont des 
lignes asymptotiques de la surface. 


29. Notons encore que nos résultats subsistent, dans une certaine 
mesure, lorsqu'il y a frottement ou résistance passive quelconque. En 
effet, une telle résistance agit suivant la tangente à la trajectoire, et la 
région attractive est définie par une propriété de la composante nor- 
male de la force agissante (celle-ci devant être de même sens que la 
courbure géodésique). I] est done encore démontré qu’un maximum 
de la fonction U ne peut exister en dehors de la région que nous avons 
appelée attractive. C’est d’ailleurs ce qui résulte de nos formules, car 


ae > 2 a (et ae 
la résistance tangentielle ajoute aux valeurs de a’ qa? urées des 
2? Op 
' HE Lacranres ce ty Vm: ee Is? du, dv ls 
equations de Lagrange, des termes proportionnels a di? de? AUXQUEIS 


: : au CURE 
correspond, dans l'expression de}; un ensemble nul avec ==: Cette 


même démonstration s'applique au cas d’une fonction quelconque V. 
Seulement il n’est pas certain que les fonctions U ou V atent un 
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maximum si elles ne varient pas toujours dans le même sens, puisque 
le mouvement peut s'arrêter au bout d’un temps fini. 


90. Nous allons arriver à des résultats analogues, quoique moins 
complets, dans le cas de plus de deux variables. 

Soit, par exemple, un point matériel libre dans l’espace, sollicité par 
des forces données et soit U la fonction de forces. Considérons un 
maximum de U sur la trajectoire. Au point où ce maximum aura 
licu, la trajectoire sera tangente à la surface de niveau et la normale 
principale sera, en direction et sens, la ligne d’action de la force, 
c'est-à-dire la normale à la surface de niveau dirigée dans le sens 
des U croissants. Mais, d’autre part, puisqu'il s’agit d’un maximum, 
la trajectoire doit être, par rapport à la surface, du côté des U décrois- 
sants. Il y a contradiction manifeste si la concavité de la surface de 
niveau est tournée dans le sens opposé à la force. 

Ainsi les points où les surfaces de niveau tournent leur convexité 
dans le sens de la force forment une région qu’on peut appeler répul- 
sive et où aucune trajectoire ne peut demeurer indéfiniment, à moins 
que U ne varie constaniment dans le même sens. Mais, au lieu que 
nous avons pu diviser une surface en deux régions, suivant le sens de 
la courbure des lignes de niveau, ici trois hypothèses peuvent se pré- 
senter : ou bien les surfaces de niveau tournent leur convexité dans le 
sens de la force, ou bien dans le sens contraire, ou bien elles sont à 
courbures opposées. Un maximum de U pourra être soit dans l’une 
soit dans l’autre des régions correspondant aux deux dernières hypo- 
thèses. Il en résulte que les régions répulsives relatives, l’une à un 
mouvement déterminé quelconque, l’autre à son conjugué, ne rem- 
plissent pas à elles deux tout l’espace, ainsi qu'il arrivait dans le cas 
de deux degrés de liberté. 


OL. Il est aisé de traduire analytiquement ces résultats. Soient, en 
général, æ,,æ,, ..., £, les n paramètres ou coordonnées dont dépend 
la position d’un système matériel, U la fonction des forces, la force 
vive étant 


(ay TNT PRR A GAA SN Gea Le 
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les équations de Lagrange donneront encore les valeurs de la quantité 
strange | 


a a — © 2 
T; (1—1,2,9,..., 4) 
par une somme de deux termes, l’un homogène et du second degré 
par rapport aux x’, l’autre indépendant de ces quantités et égal à 


ix aU I RL 
i 


sc i 





A étant le discriminant de la forme f, A,, un de ses mineurs, F la 
forme adjointe de f. On aura done 








02 Rives 2 4 D(x, x! a 
22 == D Da Lx), 
( dt? A dr; (2 i 1? 29 ? ELA AS 
Ox 
@ étant une certaine forme quadratique env, 7), ..., æ,. 
: ou. oF vf ou’ 
Dans le cas où V = U, le terme >> = (| — est essen- 





OX; BUN UE 
(ox) 


tiellement positif. Par conséquent, si lon considère un maximum 
de U, c’est-à-dire un point où l’on a 


sn _ =O, 
( 24 ) ae = O, 
ces conditions entraineront 

(201) Dir is 0; 


Or, moyennant légalité (23), la forme ® devient une forme am — 1 va- 
riables et l'inégalité ne pourra avoir lieu si la forme ainsi exprimée 
est définie positive. Il y a donc lieu de considérer comme formant une 
région répulsive, dans laquelle la trajectoire ne reste pas, en général, 
constamment comprise, ensemble des points pour lesquels cette cir- 
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constance se présente; les points où la forme ® (considérée comme 
forme à #7 — 1 variables) contient 1,2, 3,-..., n —1 carrés négatifs 
constituant une région non répulsive. 

Lorsque V sera quelconque, on fera usage de l'équation des forces 
vives 21 =U+h. Moyennant l'égalité (23), la forme f est, elle 
aussi, une forme (définie positive) am — 1 variables et le rapport des 
formes ® et 2T restera supérieur à un certain minimum A, (la plus 
petite racine de Véquation en À relative au faisceau ®—2AT à 
n — 1 variables) et le maximum de V aura lieu dans la région où la 
quantité 





=~ Ig OV oF à 
i 0 
OX; 


est négative. 


yur 


p À d?\ 
Le rapport — n’est d’ailleurs autre que la valeur de —~ 
2T ds? 


sur la géodésique de la forme T tangente à la trajectoire; 11 est clair 


comptée 


dV : 
que cette valeur est, au facteur > près, la courbure normale de la 


surface V — const., correspondant à la direction de cette trajectoire 
dans l’espace d’élément linéaire 2T d£, de sorte que À, est, au même 
facteur près, l’une des courbures principales de cette surface. 


> oho sims HAN 
D'une façon générale, on aura des limites de — 





en remplaçant, 


de 
dans l’expression (26), À, par les limites extrêmes entre lesquelles 
varie —, lorsque x, #,, ..., “,, prennent toutes les valeurs possibles. 


52. La discussion des trajectoires exceptionnelles le long desquelles 
la fonction considérée varie toujours dans le même sens est tout à fait 
analogue à celle quia été présentée plus haut. Si l’on exclut : 1° les 
cas où cette fonction, ou bien l’une de ses dérivées jusqu’au troisième 
ordre, augmenterait indéfiniment avec ¢; 2° les cas où il en serait ainsi 
de Pun des coefficients a;,, ou d’une de leurs dérivées jusqu’au second 
ordre inclusivement; 3° les cas où l’un des axes de la quadrique, 
représentée par l'équation 


Fe, Krys sey 0) ls 
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we Warns . ne av 
augmenterait indéfiniment, on voit, comme précédemment, que 7 el 


av. ; 
a? tendent vers zéro. 

Prenons le cas de V = U: si le mobile reste indéfiniment dans la 
région répulsive, il pourra arriver qu’il s'éloigne indéfiniment. Sinon, 
au aU dU OU 3 
Cretan À on. tendront vers zéro; en effet, si Ja Par exemple, 
était une infinité de fois supérieur à un nombre déterminé «, on pour- 
rail tirer æ° de l'identité 

dU one: ae OÙ , 


(29) Pt 2000 va gk as DA Pr 


pour reporter cette valeur dans l'expression ®, moyennant quoi il 


viendrait 


dU OU dU 
i Ww 
idee ui ie ) AIO TA tas dt Q, 





+ ’ . au . . 
Q, ne contenant en dénominateur que Dw? resterait fini dans les con- 
1 


ditions où nous nous plaçons et, par conséquent, puisque W est, dans 


OÙ 
la région répulsive, une forme définie positive, K (- 


vers Zéro, ce qui est impossible si les dérivées de U ne sont pas toutes 
Rohan petites. 

Si donc, les positions d'équilibre sont isolées, toute trajectoire 
devra quitter la région répulsive, sauf celles qui se rapprochent asym- 
ptotiquement d’une position d'équilibre instable, ou qui passent dans 
des régions singulières, ou qui s’éloignent indéfiniment. 


) devrait tendre 


Comme dans le cas de deux paramètres, nous sommes assurés 
en général de l’existence d’une région répulsive par la considération 
du minimum de U, la forme ® étant définie positive dans le voisinage 
OU 


! ! A 
RES LL pe La même remarque 


de ce point, puisqu'elle se réduit a aan + 


sgt pour une fonction Gaelic V, puisque le terme 
eMail ly 


= Oa; rou y 
(5a) 
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disparaît en un minimum de V. 
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Un cas particulier intéressant est celui où la région répulsive rem- 
plit tout l’espace. On sait, par exemple, qu'un mobile soumis à une 
répulsion émanée d’un point fixe et fonction de la seule distance ne 
décrit jamais de trajectoires restant à distance finie, sauf le cas, 
exceptionnel d’ailleurs, où, la force s’annulant avec la distance, la 
trajectoire s'approche indéfiniment du point fixe. Les considérations 
précédentes nous montrent que cette propriété appartient à toute une 
catégorie de forces, que l’on peut appeler forces répulsives et caracté- 
risées par cette condition que la force est partout dirigée vers la con- 
vexité des surfaces de niveau. Toute trajectoire s'éloigne alors à 
l'infini ou tend asymptotiquement vers une position d'équilibre in- 
stable (s'il n'y a pas de points singuliers pour les composantes de la 


force). 


54. Étant donnée une position quelconque du système, laquelle ne 
soit pas une position d'équilibre, on peut choisir la fonction V de ma- 
nière que la quantité (26) soit positive dans le voisinage de cette posi- 
tion pour toutes les valeurs des x’, puisqu'on peut disposer arbitraire- 
ment des dérivées de V. On a ainsi un moyen de construire, d’une 
infinité de façons, un domaine entourant la position considérée et d’où 
toute trajectoire doit sortir. 


95. Nous pouvons répéter, dans le cas général, ce que nous avons 
dit précédemment relativement au frottement. Il est clair, en effet, 
que, lorsqu'un point qui se meut dans l’espace sous l’action de forces 
données est soumis à des résistances passives agissant suivant la tan- 
gente à la trajectoire, le maximum de U sur celle-ci aura encore lieu 
dans la région non répulsive. La même conclusion subsiste dans le cas 
des systèmes si les composantes du frottement sont proportionnelles 
aux composantes du déplacement réel. 


56. Les considérations ci-dessus développées permettent de démon- 
trer la réciproque du théorème de Dirichlet sur la stabilité de l’équi- 
libre, autrement dit le théorème suivant : 


Une position d'équilibre où la fonction des forces n’est pas 
maxima est instable. 
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C’est, en effet, nous l’avons dit, par la considération du minimum 
de U sur la trajectoire que M. Kneser est parvenu à la démonstration 
dans le cas particulier où la fonction des forces est minima. Quant au 
cas général, il a été traité par M. Liapounoff en 1892 dans un Mémoire 
malheureusement écrit en langue russe, mais dont un extrait a été 
inséré au journal de M. Jordan en 1897 ('), et dont j'ignorais l’exis- 
tence lorsque j'ai communiqué à l'Académie des Sciences les remarques 
qui précèdent et la démonstration qui s’y rattache étroitement. Comme 
cette démonstration est analogue, mais non identique à celle de 
M. Liapounoff, je crois utile de la reproduire ici. 

On peut, en premier lieu, arriver au résultat en étudiant une fonc- 
tion convenablement choisie des coordonnées. Supposons, comme 
d'habitude, que, par un changement de variables convenable, on ait 
amené la force vive à la forme 


T= Yo a J? =o. Rat 


+ +...) + M+...) x7 ae 
k l 


(28) 


et la fonction des forces à la forme 
«| ‘ 
a) Du. — Mix; sde 
i k 


les termes représentés par des points étant de degrés supérieurs à ceux 

qui sont écrits et les variables étant partagées en trois groupes (x;), 

(xx), (%,), Suivant qu'elles sont représentées dans la partie quadra- 

tique de U par des carrés positifs, négatifs ou nuls. Nous admettons 

que l'absence du maximum se reconnait à l'inspection des termes qua- 

dratiques et, par conséquent, qu'il existe au moins une variable «,. 
Nous considérerons la fonction 


(29) 2V=(r+a)Dri+Dai— 6 Dai, 
i k t 











(2) ) 5° serie, talily fase” 1" pr 8: 
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où a et sont deux nombres positifs tels que 1 + & >. Nous aurons 


av 
gh 





= a;(i+ a)-+. ed (bi+. : Jape 1 a ais mcr or og 
k 


Ll 


DT anes ae x +a+...)0? 


+S +.. a — XB +...) His, 
k l 
de sorte que, si l’on désigne, comme précédemment, par A, la plus 

ite (algébri des val dre | the 
petite (algébriquement) des valeurs que peut prendre le rapport + 
lorsqueiz gia.) 3, varient..ona 

I Le ee Ph? ) 

À Br (B tz, 


et 
gee: net eu a) ; 
O(x',x,,..,2,) >— 2(B +e)(U+h), 
e étant un nombre positif aussi petit qu'on le veut. 
Bornons-nous aux trajectoires pour lesquelles la constante A des 
forces vives est nulle ou négative et qui partent d’un point vérifiant 


l'inégalité V > 0; on aura alors 
re} 7 


Te N+ tt. at — YO +... ba} -(8 +2) U 
i ‘i 


> G+a—-B—c)ax— (1 8 — <)b,x; +... 
r k 


Moyennant les inégalités U > 0, V > 0, le dernier membre est né- 
cessairement positif. 2U est, en effet, égal à la différence des deux 


quantités 
& | « 
E = > i; 
i 


A 
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et(a des termes d’ordre supérieur pres) le dernier membre en question 
est égal a (1+ a— 6 —e)P—(1—6 —¢)Q. A cause de l'inégalité P>Q, 
cette dernière quantité est positive et dans un rapport non infiniment 
petit avec P + Q, par conséquent aussi (à cause de V > 0) avec 


il dépasse donc en valeur absolue l’ensemble des termes d'ordre supé- 
rieur, lequel est très petit par rapport à 


RUES QUE 39 
DM HN a+ Maj. 


4 Moss av A 
Si donc on a initialement V> 0, Sey V devra croitre constam- 


ment et indéfiniment, à moins qu'on ait, à un moment déterminé, 


Do: 
Nr 0: 


Nr +a—8—e)aj,x; — So —8—e)bajp+...<o. 
i k 


Or, ainsi que nous venons de le voir, la région définie, dans l’espace 
lieu du point #,, v,,..., 7,, par cette triple inégalité n’est pas attenante 
à l’origine. 

Le théorème est donc démontré. 


37. Une méthode qui se présenterait assez naturellement à l'esprit, 
pour établir la proposition précédente, est celle qui reposerait sur 
l'étude des petits mouvements : il est aisé de voir que l’on peut donner 
à ce mode de raisonnement une forme analogue à la précédente : on 
retombe en effet, sur cette méthode, en prenant V =a? (où la lettre x; 
a la même signification que tout à l'heure). D'ailleurs on se heurterait, 
en suivant cette voie, à des objections que la marche suivie tout à 
l'heure a permis d'éviter. 

Toutefois l'étude des petits mouvements fait entrevoir un fait inté- 
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ressant : c’est (dans le cas où la fonction de forces n’est pas minima) 
l'existence de trajectoires particulières sur lesquelles l’instabilité ne se 
manifeste pas. La méthode précédente ne permet pas de discuter com- 
plètement quelles peuvent être ces trajectoires, puisque nous avons dû 
nous borner aux cas où la constante des forces vives est nulle ou néga- 
tive. Une seconde démonstration, analogue à celle de M. Liapounoff 
et fondée, comme elle, sur la considération d’une expression qui con- 
tient les vitesses, permet de combler cette lacune. 


98. Soient encore 


ook D las + MC Hee.) ees, 
= 
2U Dar, — Sd biz; + 
i k 


les variables x; étant, cette fois, celles qui fournissent à la partie qua- 
dratique de U des carrés positifs, les x, celles qui fournissent des car- 
rés négatifs ou nuls; de sorte que tous les a; sont positifs, tous les b, 
positifs ou nuls et que, comme précédemment, il y a au moins une 
variable w;. Nous prendrons 


(30) 2V= ar i 2hiri + DA ~ 2it, 


les nombres &;, 6,, A;, B, étant positifs. 
Les équations du mouvement donneront 


dl? 


\ a Es 2: aj + Aid )x; + 2(Pabs— BO; a; 
Ae + Aiai)xÿ 2: (babes B,) Xp +... 


ou encore, 9 étant un nombre posilif, 


rc 12 V | / 
(018) Se = 2pV+F(a,2')+..., 
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ae / ne \' 27 2 
Ga es, = d'aa;—p)+A;a|r + TB Cb+p)—B: CAE 

(32) À 


/ 


no nee Pr) Er, 


Si les nombres «, 6, A, B, 9 satisfont aux conditions, évidemment 
compatibles, 
(33) 6 Say 
bj 


Q 
; Re 
(34) À SS LU : 2; 


e 





la forme F sera definie positive; son rapport a la somme 


=S(er+2) 


restera supérieur à un nombre fixe et, par conséquent, lorsque les æ et 

les x’ seront tous suffisamment petits, F surpassera en valeur absolue 

l’ensemble des termes non explicitement écrits de l'équation (31). 
Donc, dans les mêmes conditions, l'inégalité V > o entrainera 


un 
[=] 


Vv 
qe 


Si done la trajectoire considérée est telle que, à Vinstant initial V 
. io fe . aVv = 4 Le 
soit positif et qu’on la suive dans un sens tel que aa 2 0, la quantité V 


ne cessera de croître jusqu'au moment où l’on aura à la fois V > 0, 
CON — 
aoe 
Nous venons de voir que ces deux inégalités ne sont pas compatibles 
au voisinage de la position d’équilibre 
L’instabilité est donc démontrée. 





. 


59. Notre démonstration ne laisse de côté que des trajectoires 
exceptionnelles. En effet, l’unique restriction que nous avons dû 
apporter au choix de la trajectoire est l'inégalité V > 0. Or on peut, 
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sans que la double inégalité (34) cesse d’être vérifiée, prendre les 
nombres B, et 8, aussi petits qu’on le veut et, par conséquent, si l’on 
se donne la condition que le rapport de la plus grande des quanti- 
tés |æ,|, |æ,| à. la plus petite des quantités | x; |, | a; | ne surpasse pas 
un nombre déterminé N aussi grand qu’on le veut d’ailleurs, on pourra 
choisir les nombres B;, 8, de manière à vérifier l'inégalité en question. 
Le théorème n’est donc en défaut que relativement aux écarts ini- 
tiaux très petits pour lesquels le nombre N est infiniment grand. Tou- 
tefois, bien entendu, le domaine dont la trajectoire sort nécessairement 
se resserre à mesure que N augmente. 








Il reste encore à voir ce qui se passe lorsque, partant d’un mouve- 


AR SS F ; avo ' 
ment initial tel que V > 0, on le suit dans un sens tel que 7 soit ne- 


rT 


; oe : es d\ ie 
sauf. Si a un instant ultérieur les conditions V > 0, 7 = 0 sont veri- 


fiées. nous sommes ramenés au cas général. Si l'inégalité V > o conti- 
’ O O 


r 


Al A ’ = ' . dN + a 

nue à être vérifiée, mais que — ne change plus de signe, V tend vers 

AN day, 

» a, el 
dt dt 

tendent vers zéro. La limite de V ne peut être que zéro, a cause de la 


une limite non négative et, d’après le raisonnement du n° 4 


2V 

formule (31°). Puisque V et aa sont infiniment petits, il en est de 
même de la forme F(z, a’) et, comme cette forme est définie, il en 
résulte que la trajectoire tend asymptotiquement vers la position 
d’équilibre. : 

Ce cas écarté, il faut admettre que la trajectoire entre dans la ré- 
gion V <o. Si elle en ressort à un moment quelconque, V sera crois- 
sant à ce moment et nous sommes encore ramenés au Cas général. Il 
faut donc supposer que l'inégalité V < o ne cesse plus d’être vérifiée. 
La trajectoire ne repassera donc pas dans le voisinage d’une position 
déjà occupée. Or dans ce cas, d’ailleurs exceptionnel, il existe (') une 
ou plusieurs trajectoires T desquelles la trajectoire considérée s’ap- 
proche indéfiniment pour des valeurs infiniment grandes de @, et qui 
peuvent d’ailleurs se réduire à un point, à savoir une position d’équi- 








(1) Voir plus loin, n° 54. 
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libre. Une trajectoire T ne passera jamais dans la région V > 0, sans 
quoi la trajectoire considérée y passerait une infinité de fois, supposi- 
tion que nous venons d’exclure. 

Ainsi un mobile abandonné dans le voisinage d’une position d’équi- 
libre où la fonction des forces n’est pas maxima s’en écarte d’une 
quantité finie. Il ne peut y avoir d'exception que : 1° pour les trajec- 
toires telles que les écarts et les vitesses des paramètres par rapport 
auxquels il y a instabilité soient et restent très petits relativement aux 
écarts et aux vitesses des autres paramètres; 2° pour les trajectoires 
asymptotiques aux précédentés; 3° en particulier pour les trajectoires 
qui tendent asyrhptotiquement vers la position d'équilibre considérée 
ou une position d'équilibre très voisine, s’il en existe. 

On trouve une vérification des conclusions que nous venons d’énon- 
cer dans le mouvement d’un point sur le paraboloide hyperbolique à 
axe vertical, tel qu'il a été étudié par M. de Saint-Germain ('). Le 
sommet de la surface est une position d'équilibre instable et le plan 
tangent en ce point partage la surface en deux parties, l’une au-dessus 
de ce plan (région répulsive), l’autre au-dessous. Il est à peu près 
évident & priort que le mobile abandonné sans vitesse initiale dans la 
seconde de ces régions s’éloignera indéfiniment vers le bas. Mais on 
pourrait être tenté de croire que d’un point quelconque situé au-des- 
sus du plan tangent et voisin du sommet, part une trajectoire stable. Il 
n'en est rien, ainsi que nous venons de le voir et c’est ce que montre 
la discussion de M. de Saint-Germain; les seules trajectoires qui ne 
s’'écartent pas du sommet sont, soit des arcs de la parabole principale 
à concavité supérieure, soit des courbes asymptotiques à ces arcs. 

Dans le cas où il n’y a que deux degrés de liberté et où la fonction 
de force est minima, M. Kneser a pu, par une méthode simple et élé- 
gante, constater la présence de trajectoires asymptotiques à la position 
d'équilibre. Il est clair que dans le cas général une discussion analogue 
serait beaucoup plus compliquée. Par exemple, il ne passe pas par un 
point quelconque du paraboloïde hyperbolique une trajectoire tendant 
asymptotiquement vers le sommet : la seule trajectoire présentant ce 
caractère est la parabole principale à concavité inférieure, 








(‘) Ce journal, 3° série, t. II, p. 4or et suiv.; 1877. 
Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. 48 
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40. Revenons au mouvement d’un point sur une surface. Dans le 
cas des surfaces de révolution, notre proposition fondamentale corres- 
pond exactement à l’une des propriétés qur nous avons reconnues en 
commençant, la région attractive que nous avons définie au n° 7 étant 


ects 4 240) aries +. 
précisément celle où 7 est négatif. Ona, en effet, 


d 
pui A 
or ere 


(en désignant par E dr? + 7? d0? l'élément linéaire de la surface ). 

Mais cette propriété est loin d’étre la plus importante de celles que 
nous avons rappelées en cet endroit. Elle n’est qu'un cas particulier 
de la relation d’inégalité qui doit exister entre les deux parallèles 
limites de la trajectoire. Par exemple, dans le mouvement du point 
pesant sur la sphère, le théorème de la région attractive montre seule- 
ment que le mobile passe dans l’hémisphère inférieur. Or nous savons 
que, lorsqu'il a passé en un point déterminé A de l’hémisphère supé- 
rieur, -non seulement il doit traverser l’hémisphère inférieur, mais 
encore il doit passer au-dessous du parallèle symétrique, par rapport 
à l'équateur, de celui qui content le point A. Notre théorie ne nous 
donne pas l’équivalent de ce fait. Nous avons appris, il est vrai, à 
restreindre la région attractive suivant les valeurs prises par la con- 
stante des forces vives. C’est ainsi qu’un point pesant mobile sur lel- 
lipsoide (n° 28) passe nécessairement à l’intérieur d’une courbe C 
entourant le point le plus bas et d'autant plus resserrée autour de ce 
point que la constante des forces vives est plus petite. Mais il est clair 
que ce résultat n’est pas celui que nous cherchons. Si, par exemple, 
nous supposons le mobile abandonné sans vitesse initiale en un point A 
de la moitié supérieure de la surface, la courbe C sera d’autant moins 
resserrée que le point A aura été pris plus élevé, et c’est le contraire 
qui devrait avoir lieu, le mobile descendant d’autant plus bas qu'il est 
monte plus haut. 

Malheureusement un pareil résultat parait très difficile à établir. I 
se distingue, en effet, des précédents par ce caractère qu'il différencie 
les unes des autres les diverses trajectoires, et cela indépendamment 
de l'intégrale des forces vives. La remarque faite au n° 24 présente 
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seule ce caractère; elle ne répond pas néanmoins au désidératum 
actuel. 

On pourra, quoique d'une manière très incomplète, combler cette 
lacune en employant la remarque du n° 25. Nous avons vu, en effet, 
: J DANS 3 ; Ae 
a ce moment que la fraction ae avait, lorsque w’ et 6° variaient, 
un certain minimum A, et que l'on avait 


aay 


(35) pea U,V ye oA, CU eh). 
Considérons une ligne V = const. Sur cette ligne, ou du moins sur 


la partie de cette ligne où U + L est positif, le second membre aura 
un certain minimum oT qui sera fonction de V et Pon pourra écrire 


a’vV Mey 
wa OGY) 





Considérons une portion de trajectoire comprise entre un minimum 
de V et le maximum suivant, & et y étant ces valeurs maxima et ini- 


: ENS Re. 8 ee es ae dav 
nima de V. Nous pourrons multiplier l'inégalité précédente par ey dt 
ae 


aV 


et intégrer. 
O dt 


s'annule aux limites d'intégration, et il vient 


ja I'd VEO: 


vu. 


Si la fonction 3 est positive pour V = y, on aura ainst une limite 
inférieure de v. Or c’est ce qui arrive dans le voisinage du minimum 
de V, le second membre de l'inégalité (35) étant essentiellement po- 
sitif. 

Pour fixer les idées, admettons que di soit positif jusqu'à une cer- 
taine valeur de V, puis devienne ensuite négatif. La courbe qui a pour 
abscisse V et pour ordonnée dr (V ) sera formée d'une branche ascen- 
dante «’S et d’une branche descendante Sx. Soit u une valeur de V 
correspondanta un point de la branche ascendante : la branche descen- 
dante comprendra un point de mème ordonnée et d’abscisse y (cette 
dernière étant d’ailleurs d'autant plus grande que la première était 
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plus petite), et telle que, sur toute trajectoire qui part de la ligne V =v 
et s’en éloigne de manière que V croisse, la valeur maxima suivante 
de V soit plus grande que v. 

Il y aura souvent avantage a prendre V = U, de manière à faire 
figurer dans or le terme essentiellement posiuf AU. 

Par exemple, dans le mouvement du point pesant sur Vellipsoide à 
axe vertical on obtient aisément ainsi (à l’aide des formules du n° 28) 
une limite de la hauteur à laquelle était descendu le mobile dans la 
moitié inférieure de la surface en fonction de la hauteur a laquelle il 
est monté dans la moitié supérieure. 


44. Toutefois la valeur de ow ainsi calculée est trop élevée et, par 
conséquent, la valeur de v trop petite. On peut, théoriquement du 
moins, trouver une limite plus approchée en utilisant lidentité 


dV ae OV ! OV v 
ail sou ae gg? 





p 


et prenant pour À, la plus petite des deux valeurs du rapport ST qui 





correspondent aux valeurs de w’, # satisfaisant à cette identité et à 

A ! : | AVE 

l'équation des forces vives. À, sera alors une fonction de u, ¢, à Lais- 
a 


sant cette dernière quantité invariable, on fera varier le point (w,+) 
sur la ligne V = const. La valeur ainsi calculée du second membre de 


ae See rick exe : : CIN 
l'inégalité (35) aura un minimum dW qui sera une fonction de V, ai 


et l’on sera conduit à intégrer l'équation différentielle 


26 ovine oe 
(3 >) eo 





Mais il est clair que ce procédé ne sera pas, en général, applicable à 
cause des difficultés que présente l’intégration de cette équation. 


42. Il est pourtant un cas où celle-ci prend une forme très simple, 


) eee . . ds \ Fut fad \? 
c'est celui où les trois formes quadratiques ®, (à) , (ay) sont en 
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We 
I 
vr 


involution, de sorte que l’on a 


/ 


ds\? (dV? 
®= A(T) +B(F) 


/ 


Dans ces conditions, l'équation (36) devient linéaire et du premier 
ordre par rapport à (5) considérée comme fonction de V. Or, si 
nous écrivons le déterminant des coefficients des trois formes quadra- 
tiques, nous trouvons une expression qui, a une puissance près 
de EG — F?, se réduit a O(V, AV). Cette expression, égalée a zéro, 
exprime que AV est une fonction de V, c’est-à-dire, comme on sait, 
que les courbes V = const. forment une famille de courbes parallèles. 

Supposons done qu’on connaisse une famille de courbes parallèles 
fermées el qu’on rapporte la surface a ces courbes et aux géodésiques 
qui leur sont orthogonales. Si 


ds? = du? + C? de? 


désigne Vélement linéaire, en dirigeant le calcul comme il vient 
d'être dit, nous voyons que l'équation différentielle des géodésiques 
prend la forme particulièrement simple 


2 d 1 IDE 
(37) alos | 1 — (35) |=- 


du? : , > £ ae : 
is ea est égal au carré du cosinus de langle « que fait la géo- 


© 


CG 
dt 





~ 


(æ) iw) 


désique considérée avec la ligne uw — const.; quant à la quantité 





mo ER ; : 
ee G On’ elle est liée à la courbure totale par l'équation 
d6 ree Oo Gree! 
du Date Gi au* = RR’ 


Supposons que la surface ait sa courbure partout positive et com- 
prise entre deux limites A? et A’?. Prenons pour la ligne vu = 0 une 
géodésique. L’équation précédente donne 


: 
ieee Ba oe fia 
du a 4 


370 HADAMARD. 


t, par conséquent (puisque £ s’annule avec w), 


|Atangku|< 6 <'!K'tang K'ul. 





Tant que west inférieur à —,> £ est fini, C différent de ZÉTO (ce qui se 


oh 
déduit d’ailleurs, bien entendu, des recherches connues de Bonnet); 
par conséquent, dans la bande ainsi définie, & et » sont des fonctions 
bien déterminées de la position du point. Prenons alors l'équation (37) 
ou 








= Edu. 


(38) 
Cette équation nous donnera 
| — dlogcosku|<|dlogcosa| <|— dlogcosk'u,|. 


Si & désigne langle fait par un arc de géodésique quelconque avec 
la POSE u =o, le maximum uw, de # sur, cet arc sera compris 


entre a et 7 >» puisqu'on aura cosku, > cosa > cosk'u. 


En ae Teed ÊT —, ce Maximum sera plus peut que yi ete 


par conséquent, & et ¢ seront uniformes sur cet arc. Celui-ci coupera 
à nouveau la géodésique uw =o sous un angle $, tel que le rapport 


COS % cos k ito 


——— soit compris entre le rapport 


cos 8 


Enfin, on aura une relation d’inégalité entre deux écarts maxima 
consécutifs de part et d’autre de la ligne & = o : il est clair que le 
; . k k' 
rapport de ces deux écarts est compris entre a el ve 
À x 
Lorsque le mobile est soumis à une force accélératrice, on trouve, 
en utilisant l’équation des forces vives, 


du aU 1 AC du 
Ae cea ex ne CU +h) —(F) | 


Jaquelle, si U est fonction de w seul, prend la forme, tout a fait ana- 


et son inverse. 





cos k' (LAS 
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+. 
SI 


logue à (37), 


og : ; du \? | 
= log |2( U +) — (a ) | 


= (uen (88) Te 8% 


D 


d’où l’on pourrait déduire un certain nombre de conséquences ana- 
logues aux précédentes. 


45. Une autre notion que l’on peut considérer comme correspon- 
dant à celle des parallèles limites sur une surface de révolution est 
celle de ce qu’on pourrait appeler le domaine d’une ligne géodésique 
ou d’une trajectoire de Dynamique, et qui est analogue aux ensembles 
introduits par M. Poincaré dans son Mémoire sur les courbes définies 
par les équations différentielles ('). 

Soit une géodésique d'une surface de révolution (ou une trajectoire 
de Dynamique sur cette surface) qui oscille entre deux parallèles 
limites. 

Lorsqu'un point mobile, parcourant cette courbe dans un sens dé- 
terminé, passe de l’un à l’autre de ces deux parallèles, le plan méridien 
qui le contient tourne autour de l’axe de révolution d’un certain angle 
constant. Si cet angle est commensurable avec 7, la géodésique est 
fermée. Mais, dans le cas contraire, on sait que cette géodésique passe 
aussi près qu'on le veut de n'importe quel point situé dans la bande 
de surface comprise entre les deux parallèles extrêmes. Si l’on traçait 
la courbe en noir, en la continuant indéfiniment, on noireirait toute la 
bande en question, et cela quelque petite que soit l'épaisseur du trait. 
Nous pourrons dire que notre géodésique remplit cette bande ou que 
cette bande constitue son domaine. 

Lorsque l'élément linéaire, au lieu d’être de révolution, a la forme 
de Liouville (U — V)(du? + dv*), le domaine est une bande limitée 
par deux lignes vw — const. ou ¢ = const. (ou des branches de ces 
lignes), etc. 








(*) Troisième Partie, ce journal, 4° série, t. 1, p. 225 et suiv.; 1885. 
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44. u ete étant les coordonnées curvilignes sur notre surface, 
posons, comme d'ordinaire, 


OT OT 


AR Ta 


2T = A?u? + Cr2+2ACcosa ur, 


T étant la demi-force vive; de sorte que u, °, p, g seront, dans 
l’espace E, à quatre dimensions, les coordonnées d’un point qui repre- 
sentera la position du mobile et sa vitesse. D'ailleurs, au lieu des 

. ads ; 
coordonnées p et g, on peut introduire T= s’ et angle w que fait la 
tangente a la trajectoire avec l’axe des x d’un triedre attaché à la sur- 
face, quantités liées aux premières par les formules (') r 


(39) p = As’ cos(w — m), gq = Cs’ cos(n — w). 


Bornons-nous au cas des géodésiques et faisons s’=1. L’état de 
mouvement du point mobile M sera alors représenté, dans un espace 
à trois dimensions E,, par un point P de coordonnées 4, ¢, w; autre- 
ment dit, la position de ce dernier définira un élément de ligne sur la 
surface donnée. Bien entendu, on ne devra pas considérer comme 
distinctes deux valeurs de w differant d’un multiple de 27, de sorte 
qu’on pourra considérer cette quantité comme toujours comprise 
entre — 7 et + 7. D'ailleurs, la même remarque s’appliquera le plus 
souvent aux coordonnées uw et ¢. Si, par exemple, la surface est une 
sphère et que w, 6 soient la longitude et la latitude, x variera de o à 


Thee T . ER TE . 
27, © de — = à + >> de sorte que la multiplicité lieu du point P sera 


4 


un parallélépipède où l’on devra supposer : 1° que les points corres- 
pondants de deux faces opposées quelconques sont confondus ; 2° que 


les faces 6 = + : sont contractées de manière à se réduire chacune a 
une diagonale (?). 





(1) T. 1, Liv. V, Chap. Il, Tableau III. La signification des lettres p et g est 
seule changée. 

(?) Les relations topologiques des courbes entre elles peuvent évidemment 
Être assez différentes sur Ja surface primitive et sur la multiplicité E; lieu du 
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Lorsque le point M décrira une géodésique, le point P décrira une 


courbe donnée par les équations différentielles 


| sin (72 — w sin (w — m 
| ie die ed, dasa 2a, 
(40) A sin x C sin 
| dw = — rdu — r,de. 
4, qui représente la longueur de l'arc décrit par le point M, sera dit 
aussi, pour abréger, la longueur de Pare décrit par P. 


45. Keri ivons, dans ce système de notations, les invariants intégraux 
de M. Poincaré et, en par ticulier, le volume 


[| Jf dudvdpdq. 


Si, dans cette intégrale quadruple, on opère le changement de 
variables (39), elle devient 


[ | | dudvdpdg= [ [du LE D Das dw 
Yate PERD 


H = ACsina. 





point P. C’est ainsi que les courbes, dont les projections stéréographiques sont 
représentées fig. 4 et 5, sont réductibles l’une à l’autre par déformation continue 
sur la sphére, mais son n’en est pas de même des courbes qui leur correspon- 


5 


Fig. 4. Fi 


40 


dent dans la multiplicité E;. Cela tient à ce que le passage de la ligne 4 à la 
ligne 5 ne peut avoir lieu sans qu'il se produise à un certain moment un point 
de rebroussement, entraînant une discontinuité dans la direction de la tan- 
gente. 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. 49 
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Étendons cette intégrale au cylindre à quatre dimensions qui a pour 
base un volume quelconque de l’espace E, et pour hauteur le segment 
a <s <B («et B étant deux nombres positifs quelconques); elle se 
décomposera en facteurs 


LÉ fs as dudede = [sas [[ H du ds do. 


Le second facteur étant constant, il en est de même du premier. 
Nous aurons ainsi, dans l’espace E,, invariant intégral que Pon peut 


{| =f [ | Hdudoedo. 


46. Une application simple s’obtient en considérant toutes les géo- 
désiques qui partent des différents points d’une aire déterminée 5. 
L'intégrale J, étendue aux éléments initiaux de toutes ces géodésiques, 
est évidemment égale à 275. On devra donc retrouver la même valeur 


appeler volume 


en portant sur chacune d'elles un arc déterminé /. Or on obtient ainsi 
tous les points d’une certaine portion de surface X, lieu des centres 
des cercles géodésiques (') de rayon / et coupant l'aire primitive 6. 
Sur chacun de ces cercles, cette aire découpera un arc qui sera vu du 
centre du cercle sous un certain angle V et lexistence de Vinvariant 
intégral nous montre que l'expression [| V dX, étendue à l'aire &, 


Al 


LA . 
est éeale a Delon 
4 


47. Si la surface est fermée, l’invariant étendu a l’ensemble des 
positions du point P sera fini et égal à 278, où 8 est Paire totale de la 
surface. 


48. De cette intégrale triple, on déduit une intégrale double inva- 
riante en étendant, ainsi que l’indique M. Poincaré, l'intégrale triple 





(1) Nous appelons ici cercle géodésique le lieu des points géodésiquement 


équidistants d’un point déterminé, 
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à un tube de trajectoires issues d’une portion de surface È quel- 
conque (pourvu qu'elle ne soit pas elle-même un lieu de trajectoires). 
Soient £, n des coordonnées curvilignes sur la surface Ÿ, de sorte que 
u, #, © sont sur cette surface fonctions de £, 4. On pourra rapporter 
les points du tube de trajectoires que nous Eatidaroak aux coordon- 
nées £, y, det Pintégrale deviendra 


J= ff fu Dey dédndt= f dt, 


At) ho [ [ W(wdede + s'dowdu + w'dudv), 


où l’on doit remplacer les dérivées par rapport à ¢ par leurs valeurs 
tirces des équations (40). L'intégrale I, étendue a la portion de sur- 
face X, ne changera pas, non seulement si l’on remplace chaque point 
de cette surface par son conséquent, c’est-a-dire par la position qu'il 
vient occuper au bout d’un temps déterminé 7, mais encore si l’on 
remplace È par une portion de n'importe quelle autre surface limitée 
par le même tube de trajectoires. 


49. Enfin l'intégrale I peut être considérée comme déduite d’une 
intégrale simple par l'emploi du théorème de Stokes. Elle est, en vertu 
de ce théorème, identique à lintégrale 


i [ pdu+ gd, 


wv 


prise le long du contour de x 
L'intégrale I, étendue à un contour fermé quelconque, étant inva- 
riante, cette même intégrale prise le long d’un chemin ouvert sera 
invariante à une quantité près qui ne dépend que des extrémités. 
Nous ramenons ainsi les propriétés des invariants intégraux à ce fail 
bien connu que si un arc de géodésique varie de manière que son 
origine décrive une ligne AB et son extrémité une ligne A’B’, on a 


BE AA [ (pdu + qdv) — [ (pdu+ qd). 
CM Y 


AB! 
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30. Pour définir le domaine d’une trajectoire déterminée, prenons 
dans espace E, une portion de surface Ÿ qui soit traversée une infi- 
nité de fois par celte trajectoire. Les points d’intersection seront tous 
distincts les uns des autres si la trajectoire n’est pas fermée. Un tel 
ensemble de points admettra au moins un point limite P,. La trajec- 
toire passera une infinité de fois dans le voisinage de ce point, et cela 
pour des valeurs indéfiniment croissantes de {; car il est clair que 
deux points voisins qui ne sont pas sur le même segment infiniment 
peut de trajectoire ne peuvent être reliés que par un segment de tra- 
jectoire à la longueur duquel on peut assigner une limite inférieure 
déterminée. 

En déplaçant de toutes les manières possibles la surface &, il est 
évident que nous aurons, dans l’espace E,, un ensemble de points P 
tels que la trajectoire passe infiniment près de chacun d’eux pour des 
valeurs infiniment grandes de 4. 

A celte dernière restriction près, la définition de cet ensemble est, 
comme on le voit, identique a celle de l'ensemble dérivé de M. Cantor. 
I] partage avec ce dernier la propriété d’être fermé, c'est-à-dire de 
contenir son propre dérivé. | 

C'est l’ensemble ainsi défini qu'on peut appeler le domaine de la 
trajectoire dans l’espace E,. A la projection de ce domaine sur le 
plan des we correspond, sur la surface 8, l’ensemble des points M près 
desquels la trajectoire passe une infinité de fois, autrement dit le 
domaine tel que nous Pavons introduit précédemment. 


54. Le domaine d’une trajectoire peut être considéré comme connu - 
si l’on donne les points P, de ce domaine situés sur une portion de 
surface X qui rencontre toutes les trajectoires (nous savons, d’après 
ce qui précède, former de telles surfaces). 

Si, à parur d’un point quelconque de *, nous portons sur la tra- 
jectoire issue de ce point une longueur déterminée { (positive ou néga- 
live), la position du nouveau point ainsi obtenu variera contintiment 
avec celle du premier. Si done notre trajectoire passe une infinité de 
fois aux environs de l’un, elle passera une infinité de fois aux environs 
de l’autre. 

L'ensemble des points P se composera done de l’ensemble des tra- 
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jectoires menées par les différents points P,; c'est l’ensemble des 
points P, qu'il suffit d'étudier. 


952. St le point P appartient au domaine du point M(‘') et le 
point Q au domaine du point P, le point Q appartient au domaine 
de M. 

En effet, par hypothèse, on peut prendre sur la trajectoire du 
point P un arc PP’= À tel que le point P’ soit aussi voisin que l’on 
veut du point Q. D'autre part, puisque le point P fait partie du 
domaine du point M, il existe sur la trajectoire issue de ce dernier des 
points M’ aussi voisins qu’on le veut de P et, en particulier, assez 
voisins de P pour qu’en prenant l’are M’P” = A, la distance P’P’ soit 
plus petite qu'une quantité quelconque donnée. 


99. Si la trajectoire repasse une infinité de fois près d’un quel- 
conque de ses points, cet ensemble des P, sera non seulement fermé, 
mais encore condensé en so1; ce sera ce que M. Cantor appelle un 
ensemble parfait. 

On sait, depuis les travaux de M. Poincaré, que les trajectoires 
pour lesquelles il n’en est pas ainsi sont exceptionnelles (du moins en 
supposant le volume total fini), en ce sens que les points d’une région 
déterminée qui servent d'origines à de pareilles trajectoires peuvent 
être enfermés dans un volume total aussi petit qu'on le veut. M. Poin- 
caré montre seulement, il est vrai, que les trajectoires qui ne passent 
que À fois (A étant un nombre quelconque) dans une région deternmi- 
née r de volume ¢ aussi petit qu'on le veut, peuvent être enfermées 


Vol | 
dans un volume plus petit que aot V étant le volume total de la multi- 


plicité E,). Mais il est aisé de compléter à cet égard sa démonstration. 

Comme le fait M. Poincaré, appelons conséquent dun point quel- 
conque, la nouvelle position que vient occuper ce point au bout d’un 
certain temps 7 choisi une fois pour toutes, N*™* conséquent du même 
point la position qu'il vient occuper au bout du temps Nz et prenons 
pour la région run tube formé par les trajectoires issues des différents 








(1) C'est-à-dire au domaine de la trajectoire de ce point. 
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points d'une portion de surface et ayant pour longueur commune 7. 

Soient maintenant n,;, N; deux suites d’entiers augmentant indéfini- 
ment et se correspondant deux à deux. Nous divisons la surface X 
enn; portions, ce qui divisera la région 7 enn; régions partielles 7, 
et cela de manière que, lorsque n; augmente indéfiniment, chacune 
des portions de X devienne infiniment petite dans toutes ses dimen- 
sions. Les points de l’une des régions 7';, origines de trajectoires qui, 
pendant le temps N;7, ne passeront qu'une fois dans cette région, 


: LAS nv 
occuperont un volume total inférieur à N.' La somme de ces volumes 
i 


Vn; 


N; 
posons les nombres n; et N; indéfiniment croissants et les dimensions 
de chacune des parties de & indéfiniment décroissantes, l’origine de 
toute trajectoire qui ne passe pas infiniment près d’un quelconque de 
ses points sera comprise dans le volume +; pour quelque valeur de 7. 
On pourra done enfermer tous ces points dans un volume total aussi 
petit qu'on le voudra, car il est clair qu’on peut déterminer la suite 





pour les 2; portions sera donc moindre que - Or puisque nous sup- 


cr = as n; : : 
des N,, de manière que la série D: \. soit convergente et ait une somme 
; 


aussi pelite qu'on veut. 

Ce raisonnement fournit même des renseignements sur la loi suivant 
laquelle les trajectoires non exceptionnelles se rapprochent d’une po- 
sition déjà occupée. Car une dimension quelconque 6 d'une des por- 

- LT Une On op: 1 ; : 
lions de X diminue comme -— et, d'autre part, il suffit, pour la vali- 
Vn; 
rs . TR F A; ' 
dité du raisonnement précédent, de supposer que N, tende vers zéro 
: 
(car on peut toujours, s’il en est ainsi, donner az une série de valeurs 
n; re 
telles que la somme des valeurs correspondantes de N. donne une série 
We A 
convergente et de somme aussi petite qu'on veut). Donc la distance 

. . N . . . . 
minima ¢ entre un point et les points de la trajectoire correspondante 
non consécutifs, mais séparés du premier par un arc moindre que N;z, 
diminue (si cette trajectoire n’est pas exceptionnelle) de telle façon 

. n NAT” . . ae . . 
que le produit ¢yN; reste fini ou augmente indéfiniment aussi lente- 
ment qu'on veut, 
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54. Une trajectoire qui ne passe pas infiniment près d’un de ses 
points peut d’ailleurs être considérée en un certain sens comme une 
trajectoire asymptotique. Il existe, en effet, au moins une trajectoire 
de chaque point de laquelle la première s'approche indéfiniment pour 
des valeurs infiniment grandes de ¢. 


99. Dans tous les problèmes de Dynamique que lon sait traiter 
jusqu'au bout, les points P, correspondant à une trajectoire qui n’est 
ni fermée, ni asymptotique forment sur È une ligne, de sorte que le 
domaine est une certaine surface, dont la projection sur le plan des we 
donnera la portion S des remplie par la géodésique, et le contour 
apparent relatif à ce plan donnant les lignes qui limitent cette portion. 
En chaque point de ces lignes limites passeront une ou plusieurs géo- 
désiques qui appartiennent tout entières à S, et qui leur seront, en 
général, tangentes. Les lignes limites auront donc en chaque point 
une tangente déterminée ou deux tangentes formant un angle rentrant. 

Si, au lieu d’une géodésique, l’on a à considérer une trajectoire de 
dynamique, le domaine S pourra, au contraire, présenter des angles 
sortants, en des points où U -+ L s’annule (4 étant la valeur de la con- 
stante des forces vives sur la trajectoire considérée); c'est ce qui arrive, 
par exemple, comme on sait, dans le plan, pour 


(42) U = (ax + by’), 


a et b élant incommensurables entre eux : le domaine est alors un rec- 
tangle. La valeur précédente de la fonction de forces est celle qui con- 
vient aux petits mouvements d’un point autour d’une position d’équi- 
libre stable. Il n’en résulte pas, bien entendu, que la conclusion que 
nous venons d'obtenir relativement à la forme du domaine subsiste 
pour ces sortes de mouvements, puisque la fonction de forces corres- 
pondante n’est représentée que d’une façon approchée par l’expres- 
sion (42); cependant cette conclusion est exacte pour le mouvement 
sur le paraboloïde elliptique à concavité supérieure, d’après les résultats 
de M. de Saint-Germain : le domaine est (lorsque la courbe n’est pas 
fermée) limité par quatre lignes de courbure formant une sorte de rec- 
tangle à quatre angles saillants. 
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56. En continuant a supposer que le domaine d'une trajectoire 
quelconque non exceptionnelle soit une surface de l’espace E,, nous 
pourrons ajouter à la propriété énoncée au n° 52 la suivante : 


Stun point P fait partie du domaine d’un point M, réciproque- 
ment celui-ci appartient au domaine du premier. 


Nous savons, en effet, que le domaine du point M contient celui du 
point P. Or, ici, ces deux domaines sont des lignes ou des segments 
de ligne. Il en résulte évidemment que le domaine du point P contient 
un point de la trajectoire issue de M et, par conséquent (54), M Iui- 


mème. 


57. Le domaine du point P contenant a son tour le domaine du 
point M, ces deux domaines coincident. Ainsi, en se plaçant toujours 
dans l'hypothèse adoptée aux deux numéros précédents, il existe une 
simple infinité de géodésiques qui ont même domaine : autrement dit, 
les domaines ne dépendent que d’un paramètre. 

Seulement il est permis de se demander Jusqu'à quel point cette 
hypothèse est légitime. Elle est, comme nous l'avons remarqué, réali- 
sée dans tous les exemples où il est possible d'intégrer. 

Mais, dans tous ces exemples, l’intégrabilité est due à l'existence 
d’une intégrale uniforme, laquelle entraîne évidemment ce fait que les 
domaines sont des surfaces. 

Or on peut supposer que, inversement, ce fait ne se rencontre 
qu'avec une intégrale uniforme. En effet, les domaines ne dépendant 
que d’un paramètre, ce paramètre aura, pour chaque trajectoire, une 
valeur déterminée; ce sera une fonction univoque des coordonnées 
d’un point de E,, laquelle restera constante sur une trajectoire quel- 
conque. 

Nous n'avons d'ailleurs pas démontré que cette fonction soit analy- 
tique, ni même ait des dérivées; nous sommes done bien loin des 
conditions dans lesquelles s'applique le théorème connu de M. Poin- 
caré; néanmoins ce théorème rend l'existence d’une pareille fonction 
très invraisemblable et, par conséquent, il est très probable que Vhy- 
pothèse dont nous sommes partis n’est pas vérifiée, en général. 
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98. Le domaine dont nous avons parlé jusqu'ici peut être appelé le 
domaine propre de la trajectoire considérée, par opposition avec ce 
que l’on peut nommer le domaine é/endu de la même trajectoire et 
qui est son domaine propre, Joint au domaine propre des trajectoires 
infiniment voisines. Autrement dit, un point de l’espace E, sera dit 
appartenir au domaine étendu d'une trajectoire donnée si, & étant une 
quantité aussi petite qu'on le veut et & un temps aussi grand qu’on le 
veut, il existe des trajectoires passant à une distance moindre que « 
d’un point déterminé quelconque de la trajectoire donnée et passant 
également à une distance moindre que < du point considéré, le second 
fait ayant lieu après le premier et au bout d’un temps supérieur à €. 

Ce domaine étendu ne coïncide pas toujours avec le domaine propre. 
Par exemple, sur une surface de révolution dont toutes les géodésiques 
ne sont pas fermées, le domaine propre d’une géodésique fermée se 
réduit à cette ligne elle-même, tandis que le domaine étendu comprend, 
comme celui d’une géodésique non fermée, toute la bande de surface 
comprise entre deux parallèles. Il y aurait lieu, cependant, de recher- 
cher si les trajectoires pour lesquelles cette coïncidence n’a pas lieu ne 
sont pas exceptionnelles. 


99. Le domaine étendu possède, en toute hypothèse, la propriété 
dont il est question au n° 56. 

Supposons, en effet, que le point P appartienne au domaine étendu 
du point M. Soient s et 8’ les sphères de rayon € ayant pour centres 
respectifs les points M et P : il existera, par hypothèse, des points 
de s dont les trajectoires iront passer, au bout d’un temps supérieur 
à &, dans 8’. Ces points formeront dans 8 une région r,. Il existera des 
trajectoires traversant une infinité de fois la région 7, : ces trajectoires 
traverseront donc la région $ après avoir traversé la région s et cela 
au bout d’un temps aussi grand qu'on le voudra. C’est ce que nous 
voulions démontrer. 
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Sur la stabilité de l'équilibre d'un corps flottant 


à da surface d'un liquide compressible; 


Par M. P. DUHEM. 


Dans un précédent Mémoire ('), nous avons étudié la stabilité de 
l'équilibre d’un corps solide flottant à la surface de séparation de 
deux fluides compressibles, soumis à des forces extérieures quelconques 
dépendant d'une fonction potentielle. Nous n’avons pas obtenu la 
solution complète de cette question très générale ; nous avons obtenu 
seulement : 

1° Des conditions nécessaires, mais peut-être pas suffisantes pour 
Ja stabilité de l'équilibre ; 

2° Des conditions suffisantes, mais peut-être pas nécessaires. 

C’est seulement dans le cas où les deux fluides, à la séparation des- 
quels flotte le solide, confinent par une surface illimitée que nous 
avons pu donner les conditions qui sont à la fois nécessaires et suffi- 
santes pour la stabilité de Péquilibre du flotteur. 

Nous nous proposons, aujourd'hui, de résoudre la question, sinon 
dans son entière généralité, du moins dans des cas très étendus. 

Les résultats que nous nous proposons d'établir sont les suivants : 

1° Si le solide flotte à la surface qui sépare un fluide compressible 
d’un espace vide, quelle que soit la force extérieure, dépendant d’une 











(1) Sur la stabilité de l’équilibre des corps flottants (Journal de Mathéma- 
tiquese a eerie, t Isp. 01; 1894) 
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fonction potentielle, à laquelle le fluide est soumis, on peut trouver 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équilibre du flotteur 
soit stable. 

2° La méthode qui fournit ces résultats ne s'applique pas, en 
général, au cas où le solide flotte à la surface de séparation de deux 
fluides; toutefois, dans le cas particulier où les deux fluides sont 
homogènes et incompressibles, elle s’applique et donne les conditions 
nécessaires et suffisantes pour la stabilité de Péquilibre du flotteur. 

3° Cette méthode s’étend, dans le premier cas, à un flotteur por- 
tant un lest fluide, compressible suivant une loi quelconque; dans le 
second cas, à un navire chargé d’un lest liquide incompressible. 


Un fluide 2 (fig. 1), compressible suivant une loi quelconque, 
porte un solide 3; au-dessus du fluide 2, se trouve un espace vide 1. 





Soient: S,, la surface de contact des fluides t et 2; 

n, la normale à cette surface vers l’intérieur de l’espace 1; 

S., la surface de séparation du solide et du fluide ; 

N la normale à cette surface vers l’intérieur du fluide ; 

Da, Dy, Dz les composantes du déplacement d’un point du fluide ; 
Ax, Ay, Az les composantes du déplacement d’un point du solide ; 
SN n° Q Q N SN . . yet 

of, og, ch, cl, cm, cn les trois composantes de la translation élémen- 


taire et les trois composantes de la rotation élémentaire en lesquelles 
se décompose le déplacement virtuel le plus général de ce corps; 
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, la densité du fluide ; 
Of» la variation de cette densité en un point fixe de I espace ; 
V Te fonction potentielle des forces extérieures qui sollicitent le 


fluide. 


Oo "2 


Pour que l'équilibre du système soit stable, il faut et il suffit que 
Von ait, en tout déplacement virtuel du système, 








HE 0; 


act . q N A NN N N 
Q étant une forme quadratique en àf, og, ch, ol, ém, én dont nous 
avons formé les coefficients dans notre Mémoire: Sur la stabilité des 


corps flotiants. 
D'ailleurs, un déplacement virtuel est assujetti à la seule condition 


Pa [ [cos(z,,x)Dx + cos(n,,y )Dy + cos(n,,z)Dz]dS,. 
/S5 


— f p[cos(N,x)Ax + cos(N,y)Ay + cos(N,z)Az]d5,,= 0, 


\ S23 


qui exprime que la masse du fluide 2 est demeurée invariable. 
Dans cette égalité, ona 


| Ax = à zone V6 


(3) Ay = 6g on = oe 


Az = Ôh + yôl — xém, 


x,y, 3 étant les coordonnées du point du solide qui subit le déplace- 
ment infiniment petit Av, Ay, Az. 

On obtiendra des conditions nécessaires pour la stabilité de l’équi- 
libre en écrivant que l'inégalité (1) est vérifiée en de certains dépla- 
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cements soumis à l'égalité (2). Nous allons, de la sorte, obtenir cer- 
taines conditions nécessaires, que nous démontrerons ensuite être 
suffisantes. 


TL quantité © n'est négalive en aucun point du fluide ; 


elle nest pas hirer en lous les points d’un volume fini, si petit 
soit-il. 

Si cette quantité était négative en un point du fluide, par raison de 
continuité, elle serait négative en tous les: points d’un volume fini 
entourant ce point. Si donc l'hypothèse précédente était inexacle, on 
pourrait, à l’intérieur du volume ¢,, tracer un volume fini w, tel que 
d* 09 ( 62) 

dos 

Dès lors, donnons au système un déplacement virtuel défini de la 


ne serait positif en aucun point du volume w,. 


manière suivante : 
1° Le solide 3 demeure immobile ; 
2° La surface S,, demeure indéformable ; 
3° La densité du fluide 2 demeure invariable en tous les points qui 
se trouvent à l'extérieur du volume &, et à sa surface ; 
4° En tout point intérieur au volume w,, la densité éprouve une 
variation 69, différente de o, mais vérifiant l'égalité 


s 
op, 00s a. 


Ÿ ls 


Il est aisé de voir qu'en un semblable déplacement, l'égalité (2) est 
vérifiée. Mais le premier membre de l’inégalité (1) se réduit à 


[EE Ge.y du, 


quantité qui ne peut ètre que nulle ou négaliv e. 


5 


On trouve donc cette première condition nécessaire : 


l. On doit avoir, en tout point du fluide, 
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Végalilé ne pouvant avoir lieu en tous les points d’un volume fini, 
st petit sott-tl. 


2, On doit avoir, en tout point de la surface S,., 


(5) se >o, 
Pégalité ne pouvant avoir lieu en tous les points d'une aire finie, 
st petite soit-elle. 

Si, en effet, cette condition n'était pas remplie, on pourrait, sur la 
surface S,,, tracer une aire a,, telle qu’en aucun point de cette aire, 


7 


0 . Te 
-— n'aurait une valeur positive. 
On, 


Cela étant, imposons au système un déplacement virtuel défini de 
la manière suivante : 

1° Le solide 3 demeure immobile ; 

2° La densité 9, demeure invariable en tout point du volume +, ; 

3° La partie de la surface S,,, qui est extérieure a l’aire &,,, et le 
contour de cette aire demeurent invariables; 

4° L’aire a,, se déforme de telle sorte que 


i [cos(n,, x)Dzx + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz|da,, = 0. 
Aie 
Il est aisé de voir qu’en un semblable déplacement, légalité (2) 
serait vérifiée. Mais, d'autre part, le premier membre de l’inégalité (1) 
se réduirait à 


OV 2, 
pe f jp, LeosCns æ) Dr + cos(n,, y)Dy + cos(n,, z)Dz]?da,,, 


quantité qui ne pourrait être que nulle ou négative, en sorte que liné- 
galité (1) ne pourrait être vérifiée. 

6 . ' . . ° aN A 

3. Donnons au solide un déplacement virtuel arbitraire èf, èg, ch, 
XN N N . . ’ . ! . 
ol, om, on, et associons-lui un déplacement du fluide défini de la 
manjère suivante : 

a A ei ; 
1° En tout point de la surface 5,,, le fluide éprouve un déplace- 


394 P. DUHEM. 
ment dont les composantes dx, dy, dz vérifient l’égalité 


: 0 
(6) cos(n,,x)dx + cos(n,,y)dy + cos(n,,z)dz = SV” 


On, 


) étant une quantité infiniment petite dont la valeur est indépendante 
er eee 


2° En tout point du volume r,, la densité éprouve une variation 


(e335) 


O2 
To 


Ce déplacement virtuel vérifiera la condition (2), si l’on détermine 
la valeur de 9 par l'égalité 


( fe) oes = rites À 1, 
D1. aes Pare 
(8) “Sis any A des 
| — [ e2[cos(N, 2)Axv + cos(N,y)Ay + cos(N,z)Az|ds;;. 
Sos 


IL est aisé de voir qu’en vertu des égalités (3) et (8) on peut écrire 
/ IN NS Ç ( * ¢ 
(9) 0=a,oft+a dg +a,ch + B,6l + 8,ém+ 6, 6n, 


égalité dans laquelle «,, &,, «5, 8,, 8., 8, sont six constantes. 
Les constantes «,, 6, sont données par les égalités : 


{ o,cos(N, #)dSos 
CAS 





aA, — = a or : D 
er) 49 Hae ake 
be ON AT ad? 05 (G2) 
On, do? 


/ ps ae 


(10) fee 
if e2[ ycos(N, s) — scos(N, vy) ]dSp3 

6 We Sects 
Î 1) te * ye “4 


I I 
22 gv et dl? 3 (3) ds, 


els 


Pr 
Se i ae, 














(11) 
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Les quantités &,, «, se déduisent de &, en imposant une permuta- 
tion circulaire aux lettres x, y, 3; les quantités $,, 6, se déduisent de 
même de §,. 

Nous dirons que le déplacement virtuel du fluide défini par les 
égalités (6), (7), (9) et (10) constitue le déplacement associé au 
déplacement 

of, og, oh, él, om, on 
du solide. 

Nous obliendrons évidemment une condition nécessaire pour la 
stabilité du système en écrivant que l'inégalité (1) est vérifiée lors- 
qu'on donne au flotteur un déplacement virtuel quelconque et, au 
fluide, le déplacement associé. 

Or, dans ce cas, en vertu des égalités (6) et(3), ona 


Fe d? 9( 02) À 
pes it Te (de.) de, 


MON à ; we 
+p. f jn, LcoSCr,,&)dx + cos(n,, y dy + cos(n,,5)d3]*d5,, 


fe 


2 à ER pe a I ae 
=) / on die / av LS : 
, wi an, 


ev Sis 


En vertu des égalités (g) et (10) cette égalité devient 








re ive (af + ag + a;dh + bÔl+ b,8m + bièn) 
Re 4 I ae? 
AV, O» Sar 2 
a oa(ps) lv, + Po OV loa 
iy dpi VER On, 


Dans cette égalité, a,, b, sont donnés par les égalités 


| C= { OR COSC IN, 0) Coos, 
‘ “Sas 
(13) | 
| = |p 9,[ yy cos(N, z=) — scos(N,y)] dSa,; 


&», a, se déduisent de a, en imposant aux lettres x, y, 3 une permu- 
tation tournante ; b,, b, se déduisent de même de b,. 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. a0 
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. XN 
La quantité T est, comme Q, une forme quadratique en èf, êg, ch, 
: | 
ol, èm, én. Nous sommes donc amenés à énoncer la proposition sui- 
vante : 


Pour que l'équilibre du système soit stable, il est nécessaire que 
la forme quadratique (T + Q) soit une forme définie positive : 


(14) T+Q> 0. 


Nous allons maintenant démontrer que les trois conditions énoncées 
sont suffisantes pour assurer la stabilité del ‘équilibre du système. 


Considérons, en effet, un déplacement virtuel quelconque du sys- 
tème; il vérilie l'égalité (2). 

Imposons ensuite au solide le même déplacement virtuel, et au fluide 
le déplacement associé ; Végalité (2) sera encore vérifiée dans ce der- 
nier cas; de plus, dans les deux cas, le troisième terme du premier 
membre de l'égalité (2) aura même valeur. 

Nous aurons donc 


yy 


; | [cos(2,,x) Dx + cos(n,, y) Dy + cos(n,, z) Ds |d5,, 


Lo 


— 9, 1 [cos(x,,x) dx + PR dy + cos(n,, 3) dz] dS,, 


=o Teeth Î dovdv,==10, 


égalité qui peut encore s’écrire, en multipliant toutes les quantités sous 
les signes [ par la constante 9, et en tenant compte des égalités (6) 
(7), 
Da pe RE [cos(n,, x) dx + cos(n,,y) dy + cos(n,,z) dz]? d5,, 
On, \ - : 2 
— ©, fr aa  [cos(7,, æ) Dr + cos(n,, ¥) Dy + cos(n,, 3) D=| 


<[cos(n,, 7) dx + cos(n,, y) dy + cos(n,, 3) dz]dS,, 


r d? 0, Oy “Os Pe NN 
Le | : Rp), PIPE Se [ei Ps) Jo, OP» ate. 


“V3 
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Cette égalité, jointe à l'égalité (11), transforme l'inégalité (1) en 
celle-ci : 


ae 
, OV : oer. 
(15) Mr Pa { srl cos(n,, x) Dx + cos(n,, vy) Dy + cos(n,, 3) Ds 
YS 


12 


2) 
Hu (60, — do,)? de, 
"2 


— cos(n,, æ) dx — cos(n,, v) dy — cos(n,,z) dz|? dS,, 
+T+Q>0. 


Or, il est clair que cette mégalite résulte des trois SR précé- 
demment énoncées et exprimées par les inégalités (4), (5)et (14). 
Nous avons donc obtenu les conditions nécessaires et SDS s pour 
que Péquilibre du système soit stable. 

Quelques remarques au sujet de ces conditions. 

in vertu des conditions nécessaires (4) et (5), la forme T, donnée 
par l'égalité (12), ne peut jamais être négative; on obtient donc, 
comme nous l’avons reconnu ailleurs par une autre voie, des condi- 
tions suffisantes pour la stabilité de Péquilibre en associant aux condi- 


tions (4) et (5) celle-ci : 
La forme quadratique Q est une forme définie positive, 
Mais cette dernière condition n’est pas, en général, nécessaire; elle 


ne devient nécessaire que lorsque T est identiquement nul. C’est ce 
qui a lieu assurément dans le cas où le fluide est illimité et où l’une 





: TION 
au moins des deux quantités LR Are 2) ne croit pas au dela de toute 
1 F2 
limite lorsqu'on s'éloigne indéfiniment du lieu où se trouve le corps 
flottant. 


Toutes ces conclusions sont d'accord avec celles que nous avons 
obtenues directement dans notre Mémoire Sur la stabilité des corps 
flottants. 
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LE. 


La méthode précédente ne s'applique pas à la recherche des condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour la stabilité de l'équilibre d’un 
solide qui flotte à la surface de séparation de deux fluides compres- 
sibles. Il est aisé de voir, en effet, que la possibilité de déterminer la 
quantité 9, qui définit le déplacement du fluide associé à un déplace- 
ment virtuel du solide, repose essentiellement sur ce fait qu'une seule 
condition (2) est imposée aux divers déplacements virtuels du fluide. 
Or, dans le cas où l’espace 1, au lieu d’être vide, est rempli par un 
fluide compressible, il faut associer à la condition (2) une deuxième 
condition analogue, exprimant que la masse du fluide 1 ne varie pas 
et la méthode exposée au paragraphe précédent ne peut plus servir. 

Il est, toutefois, un cas important où la méthode précédente demeure 
applicable à un corps solide qui flotte à la surface de séparation de 
deux fluides ; c’est le cas où ces deux fluides sont homogènes et incom- 
pressibles ; dans ce cas, en effet, la condition (2) revient à exprimer 
que les divers déplacements virtuels ne font pas varier le volume 
occupé par le fluide 2; mais l’invariabilité de ce volume assure l’in- 
variabilité du volume occupé par le fluide 1 et, partant, Vinvariabilité 
de la masse de ce fluide. Une seule condition est donc imposée aux 
déplacements virtuels de la masse fluide et le déplacement associé a 
un déplacement virtuel du solide peut être déterminé comme dans le 
cas précédent. 

L'égalité (12) est remplacée, ici, par 


T= (a, of+a,ég+a,6h+ bi + bi m + bi én)? 
c aa A a ) 


ds; 





(16) : 
OV 
On, 


RSS 


avec 


I 


Se 


b,= f [ycos(N, s) — scos(N, y)]dSa, b= DRE 


Ae [ cos(N, 7)dS.,, a,=..., a=... 


STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS FLOTTANT. 399 


Dans ces expressions, les deux surfaces S,., S,, ne jouent pas un 
Ï ) 239 O43 J | 

role symétrique. On peut faire disparaitre cet inconvenient. Soit 

S' 


2 


la flottaison, c’est-à-dire le prolongement analytique de la sur- 
face S,, à l’intérieur du solide; soit rn; la normale à cette surface 
dirigée dans le même sens que 2, ; nous pourrons écrire 


L 
“Si2 


| a =— [ cos(n,,æ)dS,,, CREER ee DES, 
(17 bis) 
| hb =— i [ycos(n,, 3) — zcos(n,,y)]dS:., DRE PER a 


\ “Sie 


Pour que Véquilibre d’un corps solide flottant a la surface de 
séparalion de deux fluides incompressibles x el 2 soit un équilibre 
stable, il faut et il suffit : 

1° Qu'en tout point de la surface de séparation, la direction de 
la force passe du fluide moins dense au fluide plus dense ; 


. x in) ny se fa al À 
2° Que la forme quadratiqueenèf,èg,èh,èl,èm,èn ( eee) 


re 
r2 


soul une forme définie positive. 


ETS 


La méthode exposée au § I s'étend au cas où le solide 3 qui flotte 
à la surface de séparation du fluide compressible 2 et du vide r porte 





un chargement liquide 4, compressible suivant une loi quelconque 


(fig. 2). 


Dans ce cas, pour que l'équilibre du système soit stable il faut et il 
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suffit que Pon ait ('), pour tout déplacement virtuel, 


19 Se 


i) 


lo; Pa) 79 (24 
| Re dy +f de FPP) (80, )? dr, 
+ Po fé — - [cos x)Dax + cos(n,,y)Dy+cos(n,,3)Dz[|?dS,, 


{ 
| +0, jee 5 - [cos n,,v)Dx + cos(n,,v) Dy+ cos(n,, z)Dz]?dS,,+R>0, 


I étant une forme quadratique en 
N Ww N in) in ¢ 
Gf, s OP iNOW; NE LRO TTE on. 


Les modifications virtuelles du système sont assuyetties aux deux 


conditions 


Oo [ [cos(n,«)Da + cos(n,,y)Dy + cos(n,,z)Ds|d5,, 
| = iP p.[cos(N, æ)Ax -+ cos(N, y)Ay + cos(N, =)Az]dS;, 


N 
f So, de, #10! 


-- [ e,[cos(N, æ)Ax + cos(N, y)Ay + cos(N, z)Az]dS,, 


ve 
Sas 


| Es [ [cos(n,,2) Dx + cos(n,,yv) Dy + cos(n,,z)Dz|d5,, 


iN 
i 00, dv, — 0 
Yo, 


Ces deux conditions permettent de définir un déplacement des 
fluides associés à un déplacement virtuel quelconque du solide. 





1) Sur la stabilité d’un navire qui porte du lest liquide (Journal de Ma- 
thématiques, 5° série, t. IT, p. 23; 1896). 
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Posons, en tout point du fluide 2, 





(20) do, = do, a : 


en tout point de la surface S,,, 


(21) cos(n,,x)dx + cos(n,, y)dy + cos(n,,3)dz = ov? 
On, 
en tout point du fluide 4, 


« i Na mn? aA 7 
(22) Oe == .y — a) 





do? 
ae 3 


en tout point de la surface 5, ,, 


(23) cos(x,,z)dx + cos(z,, y)dy + cos(x,, s)ds = SV 


On, 


’ n , \ ‘ LS N ° eit 
5, étant deux fonctions de 3/, 6g, ch, él, ém, én linéaires, homo- 
gènes, à coefficients constants, que déterminent les égalités (19 ). 
est donné par les égalités (g) et (10); 4 s'exprime d’une manière 
analogue par les égalités 


e Ww N ~ = N = N sy N 
Q bis) — y Of + v.02 + 7.0 + A, Od À, dm + Aa O28, 
> | V1 {2 {3 { 2 3 


oO 


6, COSUN, 2 )a5,; 




















ist ee oe) 1 JS re I ] > 
0, — _ = C 
in {PONTS ARE / LACS 
7 RL 
Cro: CIs aint is 
i o,[y cos(N, zs) — scos(N, y)|ds,, 
= S3, shi tie | à 
LP EE ONE ER | 
4 OV C {4 C 20,(0:) 4 
On, a do? 


\ 5 
\ Sis 


Yo, Ya Any Ay S expriment par des égalités analogues. 
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Pour un tel déplacement, on a 


ne [ee vs (Ps) (do,)?de, 


+ 9, ! tés cos(n,, y)dy + cos(n,,3)dz]|?d5,, 


Of + ¢, 02g oe saa Ole ds .0m + d,6n)? | 





— ad,, 
Es) ya 14 
f we : oa 
avec 
| = fps cos(N, r)d8,,, Pet se à ae 
| S34 
fa = fe ily cos(N,z)—zcos(N,y)]dS,;;, Co RER AIRE 


On peut énoncer le théorème suivant : 


Pour que l'équilibre du système soit stable, il faut et il suffit : 
Que l’on ait, en tout point du fluide 2, 








l'égalité wayant pas lieu à la fois en tous les points d’un volume fini; 
Que l’on ait, en tout point du fluide 4, 





l'égalité n'ayant pas lieu à la fois en tous les points d’un volume fini; 
3° Que l’on ait, en tout point des surfaces S,,,S,,, 


GES 


one 


l'égalité n'ayant pas lieu à la fois en tous les points d’une aire finite; 
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: : “ N a 
4° Que la forme quadratique en of, 6g, ch, él, èm, en 


Xx ? 


T+U+R 
soil une forme définie positive. 


Cette méthode s'étend sans peine au cas où l’espace r, au lieu d’être 
vide, est rempli par un fluide, à la condition que les trois fluides 1, 2 
et 4 soient incompressibles. 

On peut ainsi déterminer les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu’un navire, flottant sur un liquide pesant et portant un char- 
gement liquide pesant, soit en équilibre stable. Une règle (1), résol- 
vant ce problème, était usitée depuis plusieurs années en architecture 
navale ; le raisonnement dont on faisait usage pour établir cette règle 
en justifiait la nécessité, mais non la suffisance. La méthode précé- 
dente démontre que cette règle est, pour la stabilité d’équilibre d’un 
navire, condition a la fois nécessaire et suffisante, ainsi que nous 
l'avons indiqué ailleurs (?). 





(1) E. Guyou, Théorie du Navire, p. 120. — Pottarp et Dupesour, Théorie 
au NVavire, t. Il, p. 34. 


LA 


(?) Bulletin de UV Association technique maritime, n° 7, session de 1896, p. 43. 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. a 
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Quelques propriétés des surfaces moulures ; 


Par M. Gemixraxo PIRONDINI, 


à Parme. 


Lorsqu'on doit considérer une ligne quelconque L, on désignera 
par 


(cosa, cosB, cosy), (cos, cosy, cosv), (cosl,cosm,cosn), o, r, s 


les cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale, de la 
binormale, le rayon de courbure, celui de torsion et l'arc. 

Les surfaces que Villustre Monge a nommées moulures sont engen- 
drées par une ligne plane A (profil) dont le plan roule, sans glisser, 
sur une surface développable quelconque & (développable directrice). 
Voici une autre génération remarquable de ces surfaces. 

Que l’on prenne sur chaque plan rectifiant d’une ligne arbitraire L 
un point M(&, 4, C) et soient 


A le heu de M, 

A(x, y, =) un point quelconque de L, 

tla distance AM, 

) Pinchinaison de AM sur la tangente de L. 


On a évidemment 


= x + l(cos) cosa + sin) cos/), nr 
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d'où 

Je ds ; ; ; , ‘cos sin 0 4 
ee = (1+ 0 cos) — £sin) 0") cosa + 4 + =) cosh 
05 ds ; aap Be 


+ (t’sin§ + ¢cos§9’)cos/, ..., 


5 étant Pare de A. A laide de ces formules on trouve que les condi- 


tions 





yes DSX = © > ae cos{ = 0 
—cosa— — cos! = 
ad 05 u Os 4 


exprimant que A est une trajectoire orthogonale des plans reciifiants 
de L, deviennent 


(tcos9)’ +1=0, (¢sin9)’= 0, 
d'où, par intégration, 
(1) Lcos0 — a —s, EIRE 0 


a et b étant des constantes. 

Si Pon porte les plans rectifiants de L et les points M qu'ils con- 
lticnnent sur le plan rectifiant initial (le plan rectifiant en A ), les points 
M vont se ranger, sur ce plan, suivant une ligne L, dont l'équation en: 
coordonnées polaires 4, 4 est 


{sin = b. 


Cette ligne L, est donc une droite parallèle à la tangente de L en A. 
EL puisque, en désignant par ds, la distance de deux points consé- 
cutifs de L,, on a, en vertu des égalités (1), 


ASUS PAL NN TAN NS 
(a) =) +e) =" 


/ 


on déduit 
ds teas: 
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Ce résultat nous donne la génération suivante : 


Sotent C une ligne quelconque tracée sur un plan P, Rune droite 
de P et À un point de R. Que Von déplace le plan P de façon qu'il 
soit toujours le plan rectifiant d'une ligne arbitraire L, tandis que 
le point À glisse sur la ligne L et la droite R demeure tangente a 
celle courbe. 

St, pendant le mouvement du plan P, on fait glisser la courbe C 
sur ce plan, parallèlement à la droite R, avec une vitesse égale a 
celle du point A, la courbe C engendre une surface moulure dont 


elle est le profil. 


Si le plan P est assujetti à la condition de rester, pendant le mou- 
vement, le plan normal ou bien le plan osculateur d’une ligne L, on a, 
dans le premier cas, la génération que j'ai étudiée dans une autre 
occasion ('), et, dans le deuxième cas, on trouve que le problème est 


réduit a Vintégration des équations suivantes : 
I : ‘ ; 1. 
(£cos0)" — 5 (ésin®) +1=0, (¢sin9)’+ —(tcos9) =o. 


Sur une surface moulure on ne peut avoir qu'une seule trajec- 
loire orthogonale des profils qui soit à courbure constante, ou bien 
à torsion constante. 


1° Si, en effet, T et T, sont deux trajectoires à courbure constante, 
les lignes £, ¢,, heux des centres de courbure de T et T,, sont aussi à 
courbure constante et, conséquemment, elles coincident avec larête 
de rebroussement de la développable directrice Ê ; ce qui ne peut pas 
arriver. 

2° Supposons que les trajectoires T, T, soient à torsion constante 


I I 


mn 
On a évidemment 


ds 





ds, ds ds, a n n 
= —; — = —; d’où D, = 0, ds, = — ds. 
m D v 21 ‘ ne m 








(1) Voir Sulle superficie modanate (Journal de M. Battaglint, 1892). 
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Et puisque, en désignant par g, le rayon de courbure de larète de 


rebroussement de Ÿ, ona 


de eee D ze 
Poi’ AE RDA \ wide M 


il suit 


On à donc m =n, et conséquemment 


PET. De D, Saas: 


ce qui démontre lidentité des lignes T, T,. 

Des considérations géométriques assez simples démontrent que ce 
résultat est absurde. 

Les propriétés qu'on vient dénoncer sont donc démontrées. 


Ly 


Soient £, € les coordonnées d’un point quelconque du profil par 
rapport à un système d’axes coordonnés Q(£, ©. Dans le roulement 
du plan de A sur la surface développable E, l'axe QE enveloppe, sur 
cette surface, une ligne géodésique L. En désignant par a, y, les 
coordonnées d’un point quelconque de L, et par X, Y, Z celles d’un 
point de la surface engendrée S, ona 


X = «—(&+51)cosa+Ccosl, 


(eo) (Y=y —(€+51)cos8 +Ücosm, 
| Lee + s1)cosy + Ccosn. 


Si done la surface moulure S doit passer par la ligne 


y= 4,(t), y=), 3,= 3,(4) 
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({ paramètre queléonque), on doit avoir 


(3) §=— X(a#,— x) cosa — s, y= 3(x2,—<2x)cosl, 
i. \ 2 — te .cOs ME 0. 


Et puisque, à l’aide de la troisième équation (3), on peut éliminer 
un des paramètres @, s, il suit que : 


S1 l’on donne une sur face développable quelconque & et une ligne 
à double courbure L,, on peut, en général, conduire par cette ligne 
une seule surface moulure ayant È pour développable directrice, 
ou bien un nombre fini de ces sur faces. 


Lorsque la développable © se réduit à un cylindre, on peut prendre 
une de ses sections droites pour ligne géodésique L. Si donc les géné- 
ratrices du cylindre sont parallèles à Vaxe des z, il suffit de faire dans 
les formules précédentes 


CON 0; COTE COST COÈYÉE= 0; 
D Rec cs Re =e 
cosA = — cos, Cost COSa, Cony — 0: obi 
EXEMPLES : 


1° Faire passer une surface moulure par une droite, la déve- 
loppable directrice étant quelconque. 


En supposant la droite parallèle au plan x = o et inclinée de langle 0 
sur l’axe des 3, ona 


Lene et =O SRT, 2110080! 
et la troisième équation (3) donne 


7s (x — a) cosh + y cosp + cosv 
sin§ cosy. + cos cosy 
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Pour définir le profil A, on a donc les équations 











4 x —a)cosk+ y COS + 3 cosy 
É— (x—a)cosa+ Ne AS) OST RO Tae COPE cos 6 
: sin§ cosy. + cos § cosy 
£ XL — 4&)COS À + y COS + 3 cosy 
Lim ER er da ONU mi AN cos) cosy —s, 
\ sin§ cos + cosû cosy 
/ (v—a)coskh+ycosp+scosy . 
n=—{(x—a)cosl —(y — : sin 9) cosm 
. sin§ cosy + cos cosy 
(æ—a)cosÀ+ y cosu+ 5 cosy 
—(s—-— : — cos9 | cosn. 
sin§ cos. + cosô cosy 


La courbe A déterminée, le problème est a considérer comme ré- 


solu. 


2° Faire passer une surface moulure, dont la développable di- 
rectrice & est à cône directeur de révolution, par une ligne quel- 
conque placée sur un plan parallèle à l'axe du cône. 


L’aréte de rebroussement de & est une hélice que nous supposons 
tracée sur un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l’axe des 3; 
supposons la ligne L, dans le plan coordonné y = 0 et soit 


5,= f(x) 





son équalion. Puisque y,=0, cosy — 0, la troisième équation (3) 


donne 
æ COSÀ + y cosp. 


cos À 





> 


ee 
C= 


et les équations qui définissent le profil A deviennent 











+ COS 11 COS 2 — cosh COS B æ COS À + y COS 

a É Bi WS cosy —$ 
‘ cos À mr is cos À ' : 
) Cort cos{— coskcosm |. ny xcosA + y Cosy 

Sa cosh a abs J cos À GE 


Cela suffit à la solution du problème. 
Le problème de construire une surface moulure passant par une 
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ligne connue L, lorsqu’on donne les normales de la surface le long de 
cette ligne, est indéterminé, si on laisse tout à fait arbitraire la déve- 
loppable directrice &. L’indétermination peut disparaître, en posant 
des conditions pour cette développable. 

Supposons que la développable E soit, par exemple, un cylindre (non 
donné @ priort) et que les normales à la surface le long de la ligne 
L,(x,, ¥,, =,) soient définies par leurs cosinus directeurs cos A, cosB, 
cos C. 

Sur ces droites prenons, a partir de L,, des distances H et soit 
E, (2%; %o; 0) le lieu des extrémités. On a 

Lo =%X, + HcosA, a Vi cosh. 30 = 3, + HcosC, 
et, puisque les cosinus directeurs des normales au cylindre £, pro- 
jetant L, sur le plan z= 0, sont proportionnels aux quantités 
cosB, + H’cosB+H(cosB)’, —[cosa, + H'cosA + H(cosA) [| 0 


5 


la condition pour que le cylindre X soit tangent à la surface lieu des 
normales données est exprimée par l’équation 


[cos6, + H'cosB + H(cosB) | cos A j 
— [cosa, + H’cosA + H(cosA)]cosB = 0, 


d’où l’on déduit 
Hee cosz,cos B — cos, cos A 
~ cosA cos(B)!— cosB(cosA)! 





La distance H connue, on peut construire la ligne L, et conséquem- 
ment le cylindre &; après cela, rien ne s’oppose à la solution complète 
du problème. 


Supposons que la ligne L, soit une géodésique de la surface. — 
Dans ce cas, les normales de la surface le long de L, coincident avec 
les normales principales de L,. On a donc 


cos A == cosy: cosB = cosu,,, cosC = cosy, 


Ima 
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= 
tn 
D 


et 


cosh 
Hi 


{i I 
Pi LE 


Supposons que la ligne L, soit une asymptotique de la surface. 
— Les normales de la surface le long de L, doivent coincider avec les 
binormales de L,. On a done 


COS A = COSt, cosb'=Cosr;. cosG =.cosn, 
el 
J'y COSY 
TEE DORE PEER 
COS ‘V1 
WDE 


Si l’on désigne par dA la distance entre deux points infiniment 
rapprochés d’une surface moulure, on déduit des équations (2) 





dA? = (= PRE = *) ds? ict 


4 f 


La courbure géodésique des trajectoires orthogonales des profils 
(5 = const.) est donc donnée par la formule 





El tl 

; Poe 
(4) Es 1€ 
7 


bat © | 


A partir d’un point quelconque A de Ja surface, menons la perpen- 
diculaire AB sur l’axe instantané de rotation MN et la normale: AC 
de la surface. Puisque la droite MN coupe la ligne L sous un angle 


. ’ . he . “Pp 
dont la tangente trigonometrique est a car elle est la droite rectifiante 
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de L, ona pour rayon de courbure p, de la trajectoire 





Cette formule et l’autre (4) donnent 


COS == cos A CB = = 


Si donc R, et R, sont les rayons de courbure principaux de la sur- 
face moulure, on trouve 








: , : : I 
Lorsque la développable directrice est un cylindre, on a= =o et 


conséquemment 


(9) 


~ 





a 
| 
; 
Es 
| 
rate 


Il suit que la courbure K de la surface est donnée de la manière 
suivante 


Ui 


CARS 


Ki 





Sir) 


sve 


Si, par exemple, la courbure de la surface est proportionnelle a la 


I . . . . 
courbure ZT des trajectoires orthogonales des profils, on doit avoir 


CES 
1 — 6? 20 _9 
EE ee OI ER (6 
rp a a 


On voit d'ici que: Le profil est une cycloide dont la base est pa- 
rallèle aux génératrices du cylindre directeur. 


Cu 


pee. d/o il suit 
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Si l’on remarque que la courbure géodésique K, des trajectoires 
orthogonales des profils est, à cause de l'égalité (4), 





Er 
KE = -—7—, 
Lu E+s 
ON a 
Kare 
Gb d 4 


K ‘ . 
Le rapport = ne dépend donc nullement de la nature du cylindre 
t 


directeur. Si done on rappelle que sur la pseudo-sphére la courbure 
totale et la courbure géodésique des paralléles sont des constantes, on 
déduit : 


Dans la surface moulure à développable directrice cylindrique 
dont le profil est une tractrice ayant l’asymptote parallèle aux gé- 
nératrices du cylindre, le rapport de la courbure de la surface à 
la courbure géodésique des trajectoires orthogonales des profils est 
une constante. 


Le théorème subsiste aussi lorsque la surface moulure se réduit à 
une surface de révolution. 

Soit L une ligne quelconque tracée sur une surface moulure à dé- 
veloppable directrice cylindrique, dont le profil n’est pas circulaire. 

Tout le long de cette ligne Lil subsiste une certaine relation entre 
les quantités s, 5, R,, R, et les dérivées de R,, R, par rapport à s et ç. 
Mais puisque, en vertu des équations (5), on a 


R, = f(¢), Ro = ¢(c) +s ¥(¢), 





f(s), (co) et YC) étant des fonctions de 5, on trouve que les déri- 
vées de R, et R, différentes de zéro et les arcs s, s sont exprimables par 
des fonctions en termes finis des rayons R,, Rg. 

Cela conduit au théorèmé remarquable suivant : 


Quelle que soit la ligne qu'on.trace sur une surface moulure a 
développable directrice cylindrique et a profil non circulaire, les 
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rayons de courbure principaux de la surface vérifient, tout le long 
de cette ligne, une même relation finte. 


Remarque. — Lorsque le profil est cireulaire, toute relation en 
termes finis entre R, et R, revient à la relation unique R, = const. 


IV 


I n’y a aucune surface moulure dans laquelle les rayons de cour- 
bure principaux soient liés par une même relation finie, dans toute 
l'étendue de la surface. Une telle relation ne peut donc être vérifiée 
que dans une suite de points constituant une ligne. 

Supposons que le profil de la surface moulure soit la ligne 


(6) f= f(6) 


et que la section droite du cylindre directeur soit représentée par les 
équations 





Z=(s), y=(s) 
ou bien par l’équation 
(5) R = R(s), 


en coordonnées R, s. 
Puisque des équations (5) on déduit 


on voit que la ligne L de la surface, le long de laquelle les rayons de 
courbure sont liés par la relation 


(3) Re y(Ry); 
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est définie par les équations suivantes 
sae) be 
k vera) —§] = crie) + [Cr Eye 
WA 


| 
| vx 


sve 


| 


Que l’on fasse tourner cette ligne autour de l’axe des z, et l’on en- 
gendre une surface de révolution S ayant pour ligne méridienne la 
courbe 


; t A PAGE à 
(9) VENTE / f(z) )—&| +077 (a) EC: 


En remarquant que 





Wes 


as Vivi CUS REP RER 
LES de Vd + de VERT. 


| 





> C= 


IX) IX 


on obtient 





eee Ro} es Psat) mer | 
Lo | Fmcent, tea GF (z 6) 


5 1 
I pa | E+ x2 tel 
3 OUEN | XT (230) 


(1 1) Ly = zane 


( 10) 
Apres avoir posé 


l'équation (10) donne 


HO) =| SBI (eee: | nee ] 


Vi + À2(2) 


I p pee} 
RC (zp) 





(12) 
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— 
I 


D'ailleurs on a 


Ce 


3 
2 


C2 


b 


ee Coe be PLAT CSS 


pg] Tait ae) = 


el, conséquemment, 


wie 


2 » \ tT NEUSo) | 
ey Ro =f) al | 


On peut donc énoncer le théorème : 


St le profil de la sur face moulure et la section droite du cylindre 
directeur sont représentés par les équations (6), (7): 

1° La ligne L le long de laquelle les rayons de courbure princi- 
paux verifient la relation (8) s'obtient en coupant la surface don- 
née par la surface de révolution S dont la ligne méridienne est la 
courbe (10). 

2° La surface de révolution S dont la ligne méridienne est la 
courbe (11) coupe la surface suivant une ligne L, le long de la- 
quelle les rayons Ry, R, vérifient la relation finie qu'on obtient en 
éliminant 3, entre les équations (12), (13). 


EXEMPLES : 


1° En supposant que le profil de la surface moulure soit un cerele 
de rayon m, que le long de la ligne L soit vérifiée la relation R, =k 
et que la section droite du cylindre directeur soit une spirale loga- 
rithmique (R = as) ou bien un cercle (R = &a), on trouve que la 
courbe L s'obtient en coupant la surface par les ellipsoides ayant 
pour lignes méridiennes respectivement les ellipses 


a* + k? m? : 
TE (a+ kK?) 


ow 


a) 
ow 


=> 15 








= perce | 
a(k—m)?+ A? + in? 7 


C] 


20 Supposons que le profil de la surface moulure soit une parabole 
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que la section droite du cylindre directeur soit une spirale logarith- 
mique (R = s cost), et que la surface de révolution S coupant la surface 
moulure soit une sphère [ a, ES ta, ie Z|, 

L’équation (13), résolue par rapport à (z,), donne 


2 

a 2R;\3 
FM — | 
° 2 a f 


el conséquemment, le long de la ligne d’intersection L, les rayons de 
courbure principaux verifient la relation 














m° 


172 
r 3 
: 2 Ro — Bes besos Rs cos?t — Re 
a A) | er 2 CN @ 





pequaten (12), résolue par rapport a R, donne 


2 5 d? (3541? 
CR |) 


et, dans ce cas, on a 





CIE 





c’est-à-dire 








7 [r+ "(e)]? | 4, 
( 19) == V1 + WN? (z0) fl (2) | CZ): 


D'ailleurs l'équation (11), en vertu des égalités (g), peut s’écrire 


(16) rl i (a) —§) +07 (à) = $(0). 


On a donc le théorème : 





Sven coupantune surface moulure par la surface de révolution S 
dont la ligne méridienne est la courbe (11), on obtient une ligne L 
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le long de laquelle les rayons de courbure R,, R, vérifient la rela- 
lion (8): 

1° Lorsque le profil de la surface est la courbe (6), la section 
droite du cylindre directeur est représentée (en coordonnées R, s) 
par Véquation qu'on obtient en éliminant 3, entre les équations 
(14), (15). 

2° Lorsque la section droite du cylindre directeur est la courbe 
(7), le profil de la surface moulure est représenté par Véquation 


différentielle (16). 


EXEMPLES : 


1° Supposons que le profil de la surface moulure soit circulaire 
[E=2(0) = VE], 


que la surface de révolution S pen la surface moulure soit du 
deuxième ordre la = ru (7 o)— Vaz as | et que tout le long de la 
ligne d’intersection L soit vérifiée if relation R, = k. 

On trouve que la section droite du cylindre directeur est la courbe 
représentée par l'équation 


a ane ke, 
R = VE + 6 == mi ‘ 


La surface du deuxième ordre se réduit à un cylindre ou bien à un 
cône lorsqu'on a respectivement 





C0 pid. CHE B= 0; 


a et b étant des constantes. Dans ces cas, on a 


x k 5? Pe bm° + k FE 
R = 4/« — TARA Exp LR EEE 


Journ. de Math. (5° série), tome III. — Fasc. IV, 1897. Jy 
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et conséquemment le cylindre directeur a pour section droite une épi- 
cycloide ('). 

2° Supposons que le cylindre directeur soit circulaire (R = a), que 
la surface de révolution s soit une hyperboloide à une nappe 


[2 = Va) = Val 


et que tout le long de la ligne d’intersection L soit vérifiée la relation 
Ro= ke: 

On trouve que le profil de la surface moulure est la courbe définie 
par l'équation 





i a x 
« [ . rape) : 0) 
(= Lee) Seta I, 


2C% 


ce étant une constante arbitraire. 
Pour 8? = a?, on obtient 


équation qui représente une tractrice dont asymptote est perpendi- 
culaire aux génératrices du cylindre directeur. 


V. 


Je vais démontrer une propriété remarquable des surfaces moulures 
à développable directrice cylindrique. 
Soit L une ligne à double courbure, représentée par les équations 


(17) i coed. y == Rsinu, rab) 


(et U étant des fonctions de w); A la projection de L sur le plan 
s=oet M la ligne méridienne de la surface de révolution engendrée 
par la courbe L tournant autour de l'axe des 3. 








(') Voir Sur les lignes sphériques, § 6 (Jornal de sciencias mathematicas e 
astronomicas : 1889). 
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Soient 2 et w les inclinaisons de L sur la méridienne M et sur l'axe 
de la surface de révolution, 0 Vinclinaison de A sur les rayons vec- 
teurs R issus de l’origine et ¢ l'arc de A. 


On a 
‘dR \? - an + 


du du ds Cans 
Se ee Sy 
do ds ds ds sinw 


et puisque 
gi als cosQ: 
do ? 


il résulte 


du 


(18) ds 


— sin sinw. 


Or, les équations (17) donnent 








l <i = TS 
= VR +R? + U?; 
on a donc 
sin l = AN SS — R gue ü 
VRSL RE U? ds 


Cette équation et (18) donnent 


(19) sind = sin4 sinw. 


En remarquant qu’une surface moulure, dont la développable 
directrice est un cylindre, peut être considérée comme l’ensemble 
d'une infinité de bandes infiniment petites de surfaces de révolution 
ayant pour ligne méridienne le profil et pour axes les génératrices du 
cylindre, l'équation (19) donne lieu au théorème suivant : 


Sr sur une surface moulure, dont la développable directrice est 
un cylindre K, on trace une ligne quelconque L, entre les angles 1 
et w que L forme avec le profil et les génératrices du cylindre K, 
et l'angle 0 que la projection À de L sur le plan d’une section 
droite du cylindre forme avec les tangentes de cette section, a lieu 
la relation (19). 
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Ce théorème pourrait être le point de départ pour une construction 
géométrique simple d’une loxodromie de la surface moulure. En re- 
marquant que les conditions w = const., 7 = const. entrainent l’autre 
0 — const., on a 


lly a seulement un cas dans lequel la ligne ad intersection d’une 
surface de révolution avec un cylindre, dont les génératrices sont 
parallèles à l’axe, est une hélice du cylindre et une loxodromie de 
la surface; c’est le cas de Vhélice cylindro-conique ordinaire. 
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Etude sur les intégrales d'un système des équations différentielles 


aux dériwées partielles de plusieurs fonctions inconnues ; 


Par M. N. SALTYROW. 


1. Soient s,, 3:, ..., 3, des fonctions de variables indépendantes 
DR LE nr 

Le système d'équations différentielles que je veux étudier ici est de 
la forme 





| ) m+p ) 
Joy Th sy Thy : 
—++ » NX "0 
(1) ( Ox), k OX}. 
k=m+1 


FRE shea ety: et 2a: 2970) 5 


XF, X/* étant des fonctions de toutes les variables x et 3. L'indice p 
est un nombre entier quelconque. Si p = 0 nous y comprendrons le 
cas où toutes les fonctions Xf s’annulent, le système (1) étant 


Gag 
OX, 





Gigs à LE . = 
— X—o GRR et er TT EU RTS 2 7 TL) 


Il est aisé d'intégrer ce dernier système si les fonctions X/* satisfont 
à certaines conditions. Mais nous ne nous y arréterons pas, car ce 
système sera compris dans nos recherches sur les équations (1). 

Un second cas particulier du système (1), correspondant à la valeur 
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ni =t,a été intégré par Jacobi ('). Mais lillustre géomètre n’a pas 
examiné le caractère des intégrales qu’il avait obtenues. 

Enfin, si 7 — 1, les équations (1) présentent un système bien connu 
des équations linéaires aux dérivées partielles d’une seule fonction in- 
connue. 


2. Supposons que le système de nm équations distinctes par rapport 
aux variables z 


da) TIGER, TD ee ED (LL OR UE 


soit une solution des équations (1). Les équations (2), dérivées par 
rapport aux variables 2, donneront 


dfr | Nr d% 








2 Dien | dad O54 dan 
Pi 1 
+? Of, Kofi dz 
/ ° ë ARTE LL ES 
(4) OX j, 52 03, 0Xr 4 
[tas | 


indice 2 prenant toutes les valeurs de 1 à m, k les valeurs de m+ 1 
am + p. 

Multiplions l'égalité (4) par X% et sommons le résultat par rapport 
à l'indice A. En y ajoutant l'égalité (3), il viendra 











yf m+p yf n ) m+p 0 of 
~ C fa N rh OJi N So rh Ory i 
(0) : Ne SR QUE à NS =10; 
4 OX} * dd A CEA spas OX pj A OX; 03, 
k = m +1 CV k=m +1 


mt 2 ns ' . . . 
Comme en vertu des equations 22 ona identiquement 


) m+ p 0 | 
OZ | z Z EN ay 
Vv —e ù TA v = XxX" : 


», 
Ux) k Ox}, 
k=m-+-1 











(1) G.W., B.IV, S.7-9. Depuis, M. Hamburger est revenu deux fois aux 
mêmes équations (Journ. Crelle, B.100, 8.404; B.110, S.171). 


CA 


nr 
D 


INTÉGRALES D UN SYSTÈME DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES 


les égalités (5) deviennent 
x he = 


m+p n 
oe 
Dp ees 


| Of; N' ys 
à Fe VER Dy 
(6) { Ox, am 
k = +1 aa 
Peace DT ET EU): 
z tirées de (2) satisfassent 


Ainsi, pour que les valeurs des fonctions z tirées de ( 
aux équations (1), il est nécessaire que les équations (6) soient des 


conséquences de (2) 
. Prenons donc le système de m équations aux dérivées partielles 


Fe pre emier ordre d’une seule fonction f par rapport aux vi iriables x 
== ff) Chr Oe a EL ahs 


nt +p nm 
h Of we à XY’ a 





ets 
= # 
(7) Or) Hs dd Ni Or, si 
k=m+1 g 1 
: 22 RUE 


Supposons que ce système ait 7 intégrales distinctes /,, f 











Nous allons montrer que les équations 
(8) fe 0 Cia Toes RD) 
fournissent une solution des équations (1) 
En effet, on a 
1272 an ‘à n m+p 

fi a 2 Xe Of; EN 05 ay D Xe 5 GER \ Ola Ll. À 

k Ox ves OX p K 9x4 az, j 

(od k=m-+1 

s (7), on aura de 


Ox), 
=m-+1 


Les fonctions /; étant des intégrales des équations 
même 
m+p n 
Oi + YX X! Of; Nv Xe Of: +9 
ia Mi Oz, od Oz, coat 
k = m+1 Pl 
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Il viendra done 


n 71 + P 


: bP, 7 12e fi 
Wo: 02, a N Ne eile QUAL Die sf dene 








fd 05, \ OX), 0 DE 
pr K= In +1 
Le déterminant fonctionnel des fonctions f; par rapport aux va- 
riables z ne s’annulant pas, il s'ensuit que pour les valeurs des fonc- 
lions = lrées des équations (8), on a les identités 


mn oy ee 3 


Oz, Nx eR Ose oe! | 
a D RS en CO Ar 2,020 fs MCE ARR PR ee 


OT}. 








\=—/771 +1 


4. Supposons que les fonctions X%, X#* sont telles que les mz équa- 
tions (7) forment un système jacobien. Soit f,, fa, ..., fin UN SYS- 
teme d'intégrales distineles des équations) ro ONE CO 
des fonctions arbitraires distinctes de ces intégrales. D’après le théo- 
rème démontré au numéro précédent, les équations 


Ti is far F psn) =O (== Dea aaa 
fournissent une solution des équations (1). 


Il est aisé de démontrer que les équations (9) présentent la solu- 
tion la plus générale des éq ualions (1 ). C’est-à-dire que chaque solu- 
lion 


(10) DEV Rien tre CHE once) 


des équations (1) est contenue dans les formules (9), à condition 
que, pour toutes les valeurs de variables x et 3 satisfaisant aux re- 
lations (10), les fonctions Xf, X* sont holomorphes. 


En effet, pour chaque valeur de Vindice h, nous avons le système 
des identités suivantes : 


m+ P 








Ov, ~~ rh 0% TT a Vie 
OX) a > Or. le iene ( ms n); 
k=m+1 
m+p It 
of rh Of; Thy fs z= 
een >) GS x aE (StS not. tap at). 


k=m+1 v1 
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où les fonctions z sont remplacées par leurs valeurs (10). En élimi- 
nant les 7 valeurs X*", 6 — 1, 2, .-., 2, il viendra 


nm + P 


Cop Da, f,-+- > X'Drf— 0; ee UG yA LOUER TE 


k=m +1 


‘ > a 
où l’on a 








if. VOR. ove 
D2, f= of: Ÿ us a . 


OSs: Os OX 7 
DEF 
Cela posé, éliminons les p valeurs Nee MU Da le D 
entre les équations (11). Leur nombre étant p + », nous obtiendrons 
n identités nouvelles indépendantes de Xe On voit aisément qu’elles 
sont de la forme suivante : 


AR Ga lap +2, Det. i; 
les A, étant des déterminants fonctionnels de /,, fr, ..-; fp, fo par 


Papert 0  . dr CI y CONSidérant Z,, %,, ..-. 2, COMME 
GESMONCLIOUS CLO WUC LE, Foie Cp 


TA fi DA CT IAE 
re ET nie eine ts ema 
Dx,/f» ROSE Ke Dr, SE 
Dre Lee UE Dre 
Les idenutés 
di 0 OR 


montrent que ces valeurs des fonctions /,, f,, ..., f,, /z sont liées par 
une relation. L'indice ¢ prenant » valeurs, on en conclut que toutes 
les intégrales (10) sont telles que, si on les substitue dans f,, f,, ..., 
pin Les fonctions ainsi obtenues sont liées par 7 relations. Toutes ces 
intégrales sont donc fournies par les relations (10). 

La démonstration que je viens d’exposer ici revient à celle qui m'a 
été indiquée par M. Liapounow dans le cas d’une seule équation 
linéaire aux dérivées partielles d’une seule fonction inconnue. Il est 


~ 
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évident que les considérations citées ne sont permises que si, pour 
toutes les valeurs de variables x et 3 salisfaisant aux relations (10), les 
coefficients X#, X#* sont holomorphes. En effet, si ce n’était pas le cas, 
il pourrait arriver que les fonctions /;, ainsi que leurs dérivées par- 
tielles par rapport aux variables x et z, ne soient plus holomorphes 
pour les mémes valeurs des variables. C’est alors que nous serions en 
état de dire a priort qu'un ou plusieurs déterminants A pourraient 
devenir infinis ou indéterminés. De pareilles intégrales (10) ne seront 
done pas contenues dans les formules (9). 
Soit, par exemple, 





Os EL: Os Re 
Se —=1+V3—%x, ay =(2,— xy) Vz,— 2, 

Oks pee mae 
oan 9 rie DA OU erm 


un système de la forme (1). D’après la théorie exposée, la solution 
générale de ces équations est 


3,—=2%+[ix— C,tang(C,y + C,)]?, 
Ba D) seo, TC EPA 


C,, C, étant des constantes arbitraires. Evidemment, elle ne contient 


pas la solution 
at a= XY, 


les coefficients des équations proposées n’étant plus holomorphes au 
voisinage de toutes les valeurs des variables x et z qui satisfont à ces 
dernières relations. 

Les équations (1), dont la théorie vient d’être développée dans cet 
article, sont susceptibles de beaucoup d'applications dans l’Analyse 
mathématique. Nous en donnerons bientôt quelques exemples. 
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Sur les transformations infinitésimales des équations 


différentielles ; 


Par M. N. SALTYROW. 


1. M.S. Lie, l’auteur de la théorie des transformations infinitési- 
males des équations différentielles, étudie les avantages (') qui se pré- 
sentent pour l'intégration des équations différentielles, si les transfor- 
mations infinitésimales qu’elles admettent sont connues. Dans ma 
Note je m'occupe du calcul de ces transformations infinitésimales. 


2. Il est évident qu'une équation différentielle 
Gel dy — Xdx — 0 


admet une transformation infinitésimale €, £X (?), où £ est une fonc- 
tion arbitraire de æ, y. C'est-à-dire £, 1 étant une transformation 
infinitésimale que l’équation (1) admet, elle admettra de même la 
transformation 

O0, & — EX. ur 





(:) Math. An., Bd, XI, S. 489. 
(?) Jorpan, Cours d'Analyse, t, lll, p. 21. 
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Il s'ensuit, pour avoir une transformation infinitésimale que notre 
équation admet, qu’il suffit de calculer la valeur d’une seule fonction z 
dont la recherche revient à intégrer une équation différentielle aux 


dérivées par telles 
ds MAD. 
Ox dy. “dy. 


U LJ LA I e ’ b yc d 
Mais cette égalité montre que = est un facteur intégrant de l’équa- 


tion (1). Ainsi le calcul d’une transformation infinitésimale que l’équa- 
tion (1) admet et la recherche de son facteur intégrant sont deux pro- 
blèmes entièrement équivalents. 


9, Soil 


WL 


(2) da, — > XT da = Chin AS ARE EN 


1 


un Rs d'équations aux différentielles totales, Xf étant des fonc- 
tions de-x,, æ,, ...,æ,,,. Leurs intégrales satisfont aux équations 
aux Lie ées partielles 





mm +n 
mS À 0 LS nh OD 
à NX ae: X; — 0 hyo 21m 
{ ) 2 Ox) ae eS Lh ( ) 2) ; D5 
| 


formant un système jacobien. Ce système étant jacobien Jes conditions 
suivantes doivent avoir lieu 


m+H 
Ox 13€ e AXE h 
o v NES 2: xA OX ay = 
(4) | 0x; Oxy di D) ( ‘ VL yp F Fi Bas : 
pa=m+1 
| (c=m+i,...,m+n); 








h, 1 prenant toutes les valeurs distinctes de 1 à me. 
Solent Zmy1y Zmr2s +++) Zmin des fonctions de variables indépen- 
antes Mie, > Mir ees Pressien 


nm+n 


DE 
ada, 


v=m+i1 
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élant une transformation infinitésimale (') que les équations (2) ad- 
mettent. Les fonctions z satisfont aux conditions (? ) 








) m+n 
dz rh 03 r 
| set D Xi —Z;=0 
ds ) { OX p ¥ Ox, 
/ k=m-+1 


ere ee ee 


où l’on a posé 
Ni + 1 


Xh — D = OX? 
- eT ei 


v Ox) 





l=m+1 


Ainsi, pour calculer les n fonctions z, nous avons un système de 
mn équations (5) aux dérivées partielles qu'il est aisé d'intégrer. En 
effet, comme je l’ai montré dans ma Note : Étude sur les intégrales 
d'un système des équations différentielles aux dérivées partielles 
de plusieurs fonctions inconnues (*), l’intégration de ce système 
revient à intégrer un système 


(6) UN 2) 0 1 ee TI0) 


aux dérivées partielles, où nous représentons symboliquement par 2” 
l'opération 


m+n 


L'— > 21 


e=m-+ 1 





4. Il est aisé de voir que le système (6), étant jacobien, admet 
2 n intégrales distinctes. En effet, 


CE ON OA) EX 2) f) 4 CL f, Xf) + (Bf, L'f). 








') Jorpan, Cours d'Analyse, t. UI, p. 80. 


ee. 
(2?) Jorpax, Cours d'Analyse, t. TT, p. 84. 
(3) Journal de Liouville; 1897. 
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Mais ona 


(XM, XF) =o, 
m+n m+n 


(KY LP) (DPX) + (LAU NY= YD Lis, 


p=m+1i (=m+i1 


où l’on a posé 


m+n f : we 
a o? xh TOAGS +> Xi a? x? py? Os OX, OX? A ox" ax. 
1 0x;02; OX),02, Reel P OX» OX; Ox, POL, OR; 02; 0X, 02; dz, 


in différentiant les égalités (4) par rapport aux variables x,,,,, 


x Ur OU VODs 


MED 
Lj =="03 V=M+I,...,M+n, l=m+1,...,m+n. 


Il s’ensuit 


(sf, sf) =o, 


le systeme (6) étant jacobien. Ses intégrales distinctes étant au nombre 
de 2n 
Dis Dos ++.) Don) 


la solution générale des équations (5) est 


Ts( Pis Pas +++) Pan) = 0) SMM ET, 


x, étant des fonctions arbitraires distinctes. Mais, comme il est connu, 
les fonctions + sont définies par les intégrales du système aux différen- 
tielles totales 


mn 


dx;,— D NU, ene 
he 
(7) es k=m+i,...,m+n, 
dz, — D: Zax, 0, 


n= 


dont les z premières équations présentent les équations (2). 
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5. On voit aisément que le problème du calcul des transformations 
infinitésimales que les équations (2) admettent est déjà résolu chaque 
fois que l’on peut trouver » solutions des équations (7) distinctes par 
rapport aux variables z. Mais évidemment de pareils cas ne se pre- 
sentent que pour des valeurs exceptionnelles des fonctions NUS 


6. Soit, par exemple, 
ary Tere y dy may 
7 Gd! CeO err 


une équation différentielle, fétant une fonction homogène du degré 1 
par rapport à y et à ses dérivées. Remplacons cette équation par le 
système simultané 


CALME Ct ye te 
ee eee a ie ST 





Les équations (7) prennent dans ce cas la forme 


(8) dy — y'dx =0, dy'— y"dx = 0, RCA 1 ON =) 


dz, 12 dr —0; CAT rl — 0) der ds Ldt o, 


où l’on a posé 


n+1 


EN “HAUTS 
AEN dy? ae — A. 


La fonction f étant homogène, ona 


n+1 


Lye Hs 


Il s’ensuit qu’en vertu des 7 premières équations (8) les n dernières 
admettent des solutions 


Va RTS ALTER 





» 4 
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